
2 递归与分治策略

算法



2

理解递归的概念

掌握设计有效算法的分治策略

通过下面的范例学习分治策略设计技巧

(1)二分搜索技术；

(2)大整数乘法；

(3)合并排序和快速排序；；

(4) 线性时间选择；

(5) 最接近点对

学习要点



将要求解的较大规模的问题分割成k个更小规模的子问题。

算法总体思想
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算法总体思想
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对这k个子问题分别求解。如果子问题的规模仍然不够小，则再划分为k
个子问题，如此递归的进行下去，直到问题规模足够小，很容易求出其
解为止。
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将求出的小规模的问题的解合并为一个更大规模的问题的解，
自底向上逐步求出原来问题的解。



算法总体思想
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算法总体思想

将求出的小规模的问题的解合并为一个更大规模的问题的解，自底向上
逐步求出原来问题的解。
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算法总体思想

将求出的小规模的问题的解合并为一个更大规模的问题的解，自底向上
逐步求出原来问题的解。

分治法的设计思想是，将一个难以直接解决的大问题，分割成一些规
模较小的相同问题，以便各个击破，分而治之。

(Divide and conqure)



2.1  递归的概念

• 直接或间接地调用自身的算法称为递归算法。用函数自身给
出定义的函数称为递归函数。

• 由分治法产生的子问题往往是原问题的较小模式，这就为使
用递归技术提供了方便。在这种情况下，反复应用分治手段，
可以使子问题与原问题类型一致而其规模却不断缩小，最终
使子问题缩小到很容易直接求出其解。这自然导致递归过程
的产生。

• 分治与递归像一对孪生兄弟，经常同时应用在算法设计之中，
并由此产生许多高效算法。



2.1  递归的概念

例1  阶乘函数

阶乘函数可递归地定义为：
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递归方程

边界条件与递归方程是递归函数的二个要素，递归函数只有具备了
这两个要素，才能在有限次计算后得出结果。
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2.1  递归的概念

例2  Fibonacci数列

无穷数列1，1，2，3，5，8，13，21，34，55，……，称为
Fibonacci数列。它可以递归地定义为：

边界条件

递归方程1
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第n个Fibonacci数可递归地计算如下：

int fibonacci(int n)   {

if (n <= 1) return 1;

return fibonacci(n-1)+fibonacci(n-2);

}



2.1  递归的概念

例3  Ackerman函数

Ackerman函数A(n,m)定义如下：
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当一个函数及它的一个变量是由函数自身定义时，称这个函数是
双递归函数。



2.1  递归的概念

例3  Ackerman函数

前2例中的函数都可以找到相应的非递归方式定义：
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本例中的Ackerman函数却无法找到非递归的定义。



2.1  递归的概念

例3  Ackerman函数

A(n,m)的自变量m的每一个值都定义了一个单变量函数：

m=0时，A(n,0)=n+2

m=1时，A(n,1)=A(A(n-1,1),0)=A(n-1,1)+2，和A(1,1)=2故A(n,1)=2n

m=2时，A(n,2)=A(A(n-1,2),1)=2A(n-1,2)，和A(1,2)=A(A(0,2),1)=A(1,1)=2，故
A(n,2)= 2^n 。

m=3时，类似的可以推出

m=4时，A(n,4)的增长速度非常快，以至于没有适当的数学式子来表示这一函数。
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例3  Ackerman函数

Ackerman函数A(n,m)定义如下：
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int ackerman(int n,int m)

{

if(m==0&&n==1)return 2;

if(m>=0&&n==0)return 1;

if(m==0&&n>=2)return n+2;

if(m>=1&&n>=1)return ackerman(ackerman(n-1,m),m-1);

}



2.1  递归的概念

例4  排列问题
设计一个递归算法生成n个元素{r1,r2,…,rn}的全排列。

设R={r1,r2,…,rn}是要进行排列的n个元素，Ri=R-{ri}。

集合X中元素的全排列记为perm(X)。

(ri)perm(X)表示在全排列perm(X)的每一个排列前加上前缀ri得到的排列。

R的全排列可归纳定义如下：

当n=1时，perm(R)=(r)，其中r是集合R中唯一的元素；

当n>1时，perm(R)由(r1)perm(R1)，(r2)perm(R2)，…，(rn)perm(Rn)构成。



2.1  递归的概念
例4  排列问题
设计一个递归算法生成n个元素{r1,r2,…,rn}的全排列。

对于以上nums = {1，2，3}的例子，我们对全排列的情况做一个分类：
• 以1开头，后面跟着{2，3}的全排列
• 以2开头，后面跟着{1，3}的全排列
• 以3开头，后面跟着{1，2}的全排列

而对于{2，3}、{1，3}、{1，2}，我们又可以重复使用以上的思路，下面以{2，3}为例
分析：

• 以2开头，后面跟着{3}的全排列
• 以3开头，后面跟着{2}的全排列

而对于{2}、{3}这些只有一个数的集合，它们的全排列就是它们本身。这也就是递归
的终止条件。
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2.1  递归的概念
例3  排列问题
设计一个递归算法生成n个元素{r1,r2,…,rn}的全排列。

以上的思路，用代码按如下方式实现：
对于一个有n个元素的数组a，假设其n个元素分别为a[0]..a[n-1]。
1. 第一步：将其分成两个部分，第一个元素a[0]和后面其他元素，全排列表示以a[0]

为首的所有排列，等于a[0]加上后面部分的全排列

2. 第二步：使用a[0]和后面的a[1]交换，同样，得到了以a[1]为首的所有全排列。

3. 第三步：交换回原来的序列，然后再交换a[0]和a[2]。这样能得到以a[2]为首的所有
排列，然后再交换回初始状态

4. 第四步：按上面的交换--求排列--再交换回来的流程分别求出以a[3]-a[n-1]为首的
所有排列。

这样就得到了所有的排列情况。 请基于上述思路，用代码实现，
https://leetcode.com/problems/permutations/



2.1  递归的概念

例5  整数划分问题
将正整数n表示成一系列正整数之和：n=n1+n2+…+nk，
其中n1≥n2≥…≥nk≥1，k≥1。
正整数n的这种表示称为正整数n的划分。求正整数n的不同划分个数。

例如正整数6有如下11种不同的划分：

6；

5+1；

4+2，4+1+1；

3+3，3+2+1，3+1+1+1；

2+2+2，2+2+1+1，2+1+1+1+1；

1+1+1+1+1+1。



(2) q(n,m)=q(n,n),mn;

最大加数n1实际上不能大于n。因此，q(1,m)=1。

(1) q(n,1)=1,n1;

当最大加数n1不大于1时，任何正整数n只有一种划分形式，

即 


n
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2.1  递归的概念

例5  整数划分问题
前面的几个例子中，问题本身都具有比较明显的递归关系，因而容易用递归函数
直接求解。
在本例中，如果设 p(n) 为正整数 n 的划分数，则难以找到递归关系，因此考虑增
加一个自变量：
将最大加数 n1 不大于 m 的划分个数记作 q(n,m)。可以建立q(n,m)的递归关系。



(4) q(n,m)=q(n,m-1)+q(n-m,m),n>m>1;

正整数n的最大加数n1不大于m的划分由n1=m的划分和n1≤m-1 的划分组成。

(3) q(n,n)=1+q(n,n-1);

正整数n的划分由n1=n的划分和n1≤n-1的划分组成。

2.1  递归的概念
例5  整数划分问题
前面的几个例子中，问题本身都具有比较明显的递归关系，因而容易用递归函数
直接求解。
在本例中，如果设 p(n) 为正整数 n 的划分数，则难以找到递归关系，因此考虑
增加一个自变量：
将最大加数 n1 不大于 m 的划分个数记作 q(n,m)。可以建立q(n,m)的递归关系。



(3)当n=m时，q(n,n),根据划分中是否包含n，可以分为两种情
况：

(a)划分中包含n的情况，只有一个即{n}；

(b)划分中不包含n的情况，这时划分中最大的数字也一定比n
小，即n的所有(n-1)划分。

因此 f(n,n) =1 + f(n,n-1);

6；

5+1；

4+2，4+1+1；

3+3，3+2+1，3+1+1+1；

2+2+2，2+2+1+1，2+1+1+1+1；

1+1+1+1+1+1。

f(6,6) =1 + f(6,5);



(4)当n>m时，根据划分中是否包含最大值m，可以分为两种情况：

(a)划分中包含m的情况，即{m, {x1,x2,…xi}}, 其中{x1,x2,… xi} 的和为n-m，
因此这情况下为f(n-m,m)

(b)划分中不包含m的情况，则划分中所有值都比m小，即n的(m-1)划分，个数
为f(n,m-1);

因此 f(n, m) = f(n-m, m)+f(n,m-1);

6；

5+1；

4+2，4+1+1；

3+3，3+2+1，3+1+1+1；

2+2+2，2+2+1+1，2+1+1+1+1；

1+1+1+1+1+1。

f(6,4) = f(2,4) + f(6,3);
f(2,4) = f(2,2)
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2.1  递归的概念

例5  整数划分问题
设p(n)为正整数n的划分数，则难以找到递归关系，因
此考虑增加一个自变量：将最大加数n1不大于m的划分
个数记作q(n,m)。可以建立q(n,m)的如下递归关系。

正整数n的划分数p(n)=q(n,n)。



整数划分问题

int divide(int n, int m)
{

int res;
if (n == 1 || m == 1)

res = 1;
else if (n < m)

res = divide(n, n);
else if (n == m)

res = 1 + divide(n, n - 1);
else

res = divide(n, m - 1) + divide(n - m, m); 
return res;

}
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例6  Hanoi塔问题
设a,b,c是3个塔座。开始时，在塔座a上有一叠共n个圆盘，这些圆盘自下而上，由大
到小地叠在一起。各圆盘从小到大编号为1,2,…,n,现要求将塔座a上的这一叠圆盘移
到塔座b上，并仍按同样顺序叠置。在移动圆盘时应遵守以下移动规则：
规则1：每次只能移动1个圆盘；
规则2：任何时刻都不允许将较大的圆盘压在较小的圆盘之上；
规则3：在满足移动规则1和2的前提下，可将圆盘移至a,b,c中任一塔座上。

2.1  递归的概念



以5个盘子为例，进行分析。
先将上面4个盘子看成一个整体，那么第一步，需要借助B柱子，将上面4个盘子放
在C柱子上，然后将A柱子最底的第5个盘子放到B柱子上，如下图所示：

问题就依赖于C柱子上的4个盘子如何移动，也就是n-1个盘子如何从C移动到B上面

CA B



⚫ 在问题规模较大时，较难找到一般的方法，因此我们尝试用递归技术来解决这个问题。

⚫ 当n=1时，问题比较简单。此时，只要将编号为1的圆盘从塔座a直接移至塔座b上即可。

⚫ 当n＞1时，需要利用塔座c作为辅助塔座。此时若能设法将n-1个较小的圆盘依照移动
规则从塔座a移至塔座c，然后，将剩下的最大圆盘从塔座a移至塔座b，最后，再设法
将n-1个较小的圆盘依照移动规则从塔座c移至塔座b。

⚫ 由此可见，n个圆盘的移动问题可分为2次n-1个圆盘的移动问题，这又可以递归地用上
述方法来做。由此可以设计出解Hanoi塔问题的递归算法如下。

例6  Hanoi塔问题

2.1  递归的概念



例6  Hanoi塔问题
void hanoi(int n, int a, int b, int c)

{

if (n > 0)

{

hanoi(n-1, a, c, b);

move(a,b);

hanoi(n-1, c, b, a);

}

}

2.1  递归的概念



显然，我们可以选择盘子的数量 n 作为输入规模的一个指标，盘子的移动也可以
作为该算法的基本操作。

移动的次数M(n)有下列递推等式∶
M(n)=M(n-1)+1+M(n-1)=2M(n-1)+1, n>1

M(1)=1，

因此，对于移动次数M(n)我们建立了下面的递推关系∶
M(n)=2iM(n-i)+2i-1+...+2+1=2iM(n-i)+2i-1

令i=n-1

M(n)=2n-1M(n-(n-1))+2n-1-1=2n-1

我们应该谨慎使用递归算法，因为它们的简洁可能会掩盖它们的低效率。



如果一个递归算法会不止一次地调用它本身，处于分析的目的，构造一棵
它的递归调用树是很有用的

通过计算树中的节点数，我们可以得到汉诺塔算法所做调用的全部次数∶
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main( )

输入3
f (3)

n=3

y = f(3) g=f(2)+f(1)

f (2)

n=2

g=f(1)+f(0)

f (1)

n=1

g=1

( f(1)=1)

g=1+f(0)

n=0

f(0)

( f(0)=0)

g=0
g=1

( f(2)=1)

g=1+f(1)

n=1

f(1)

g=1

(f(1)=1)

g=2

( f(3)=2 )

输出2

结束

递归程序执行过程 (fibonacci)

int fibonacci (int n)

{  int  g ;

if (n==0)   g = 0;

else  if (n==1)   g = 1;

else  g = fibonacci (n-1)

+ fibonacci (n-2);

return g;}



递归小结

优点：结构清晰，可读性强，而且容易用数学归纳法
来证明算法的正确性，因此它为设计算法、调试程序
带来很大方便。

缺点：递归算法的运行效率较低，无论是耗费的计算
时间还是占用的存储空间都比非递归算法要多。



2.2 分治法的适用条件

分治法所能解决的问题一般具有以下几个特征：

• 该问题的规模缩小到一定的程度就可以容易地解决；

• 该问题可以分解为若干个规模较小的相同问题;

• 利用该问题分解出的子问题的解可以合并为该问题的解；

• 该问题所分解出的各个子问题是相互独立的，即子问题之间不包含
公共的子问题。

◼因为问题的计算复杂性一般是随着问题规模的增
加而增加，因此大部分问题满足这个特征。
◼这条特征是应用分治法的前提，它也是大多数问
题可以满足的，此特征反映了递归思想的应用
◼能否利用分治法完全取决于问题是否具有这条特
征，如果具备了前两条特征，而不具备第三条特征，
则可以考虑贪心算法或动态规划。

这条特征涉及到分治法的效率，如果各子问题是不
独立的，则分治法要做许多不必要的工作，重复地
解公共的子问题，此时虽然也可用分治法，但一般
用动态规划较好。



divide-and-conquer(P)

{

if ( | P | <= n0) adhoc(P);   //解决小规模的问题

divide P into smaller subinstances P1,P2,...,Pk；//分解问题

for (i=1,i<=k,i++)

yi=divide-and-conquer(Pi);  //递归的解各子问题

return merge(y1,...,yk);  //将各子问题的解合并为原问题的解

}

分治法的基本步骤

人们从大量实践中发现，在用分治法设计算法
时，最好使子问题的规模大致相同。即将一个
问题分成大小相等的k个子问题的处理方法是
行之有效的。这种使子问题规模大致相等的做
法是出自一种平衡(balancing)子问题的思想，
它几乎总是比子问题规模不等的做法要好。

T(n)=T(|P1|)+ T(|P2|)+ ……T(|Pk|)+f(n)
T(n0)=c

f(n)：将原问题分解为k个子问题以及
用merge将k个子问题的解合并为原问
题的解需用f(n)个单位时间。



分治法的复杂性分析

一个分治法将规模为n的问题分成k个规模为n／m的子问题去解。设分解阈值n0=1，
且adhoc解规模为1的问题耗费1个单位时间。再设将原问题分解为k个子问题以及用
merge将k个子问题的解合并为原问题的解需用f(n)个单位时间。用T(n)表示该分治法
求解规模为|P|=n的问题所需的计算时间，则有：
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注意：递归方程及其解只给出n等于m的方幂时T(n)的值，但是如果认为T(n)足够
平滑，那么由n等于m的方幂时T(n)的值可以估计T(n)的增长速度。通常假定T(n)是
单调上升的，从而当mi≤n<mi+1时，T(mi)≤T(n)<T(mi+1)。



分析：如果n=1即只有一个元素，则只要比较这个元素和x就
可以确定x是否在表中。因此这个问题满足分治法的第一个适
用条件

分析：比较x和a的中间元素a[mid]，若x=a[mid]，则x在L中的
位置就是mid；如果x<a[mid]，由于a是递增排序的，因此假
如x在a中的话，x必然排在a[mid]的前面，所以我们只要在
a[mid]的前面查找x即可；如果x>a[i]，同理我们只要在a[mid]

的后面查找x即可。无论是在前面还是后面查找x，其方法都
和在a中查找x一样，只不过是查找的规模缩小了。这就说明
了此问题满足分治法的第二个和第三个适用条件。

分析：很显然此问题分解出的子问题相互独立，即在a[i]的前
面或后面查找x是独立的子问题，因此满足分治法的第四个适
用条件。

2.3 二分搜索技术

给定已按升序排好序的n个元素a[0:n-1]，现要在这n个元素中找出一特定元素x。

分析：

该问题的规模缩小到一定的程度就可以容易地解决；

该问题可以分解为若干个规模较小的相同问题;

分解出的子问题的解可以合并为原问题的解；

分解出的各个子问题是相互独立的。



2.3 二分搜索技术(Binary Search)
给定已按升序排好序的n个元素a[0:n-1]，现要在这n个元素中找出一特定元素x。

据此设计出二分搜索算法：

template<class Type> 

int BinarySearch(Type a[], const Type& x, int low, int high){

while (low<=high){ 

int mid = (low+high)/2;

if (x == a[mid]) return mid;

if (x < a[mid]) high = mid-1; else low = mid+1;

}

return -1;

} 



算法复杂度分析：

每执行一次算法的while循环， 待搜索数组的大小减
少一半。因此，在最坏情况下，while循环被执行了
O(logn) 次。循环体内运算需要O(1) 时间，因此整个
算法在最坏情况下的计算时间复杂性为O(logn) 。

2.3 二分搜索技术

T(n) =T(n/2) + c

=T(n/4) + c + c

= T(n/8) + c + c + c

= T(n/2k) + kc

= T(1) + c log n    where k = log n

= b + c log n     =    O(log n)



2.4 大整数的乘法
请设计一个有效的算法，可以进行两个n位二进制大整数的乘法运算

小学的方法 复杂度：O(n2)            效率太低



2.4 大整数的乘法

请设计一个有效的算法，可以进行两个n位大整数的乘法运算

小学的方法：O(n2)  效率太低

分治法: X = 

Y =

X = a 2n/2 + b Y = c 2n/2 + d

XY = ac 2n + (ad+bc) 2n/2 + bd

a b

c d

复杂度分析

T(n)=O(n2) 没有改进
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2.4 大整数的乘法

请设计一个有效的算法，可以进行两个n位大整数的乘法运算

分治法: 

XY = ac 2n + (ad+bc) 2n/2 + bd

为了降低时间复杂度，必须减少乘法的次数。

XY = ac 2n + ((a-b)(d-c)+ac+bd) 2n/2 + bd

XY = ac 2n + ((a+b)(c+d)-ac-bd) 2n/2 + bd

复杂度分析

T(n)=O(nlog3) =O(n1.59)✓

较大的改进

细节问题：两个XY的复杂度都是O(nlog3)，但考虑到a+c,b+d可
能得到m+1位的结果，使问题的规模变大，故不选择第2种方案。
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2.4 大整数的乘法

请设计一个有效的算法，可以进行两个n位大整数的乘法运算

分治法: O(n1.59)                  ✓较大的改进

更快的方法??

如果将大整数分成更多段，用更复杂的方式把它们组合起来，将有可能得到更优的
算法。

最终的，这个思想导致了快速傅利叶变换(Fast Fourier Transform)的产生。该方法
也可以看作是一个复杂的分治算法。



2.5 合并排序

基本思想：将待排序元素分成大小大致相同的2个子集合，分别对2个子集合
进行排序，最终将排好序的子集合合并成为所要求的排好序的集合。

void MergeSort(Type a[], int left, int right) {

if (left<right) {//至少有2个元素

int i=(left+right)/2;  //取中点

mergeSort(a, left, i);

mergeSort(a, i+1, right);

merge(a, b, left, i, right);  //合并到数组b

copy(a, b, left, right);    //复制回数组a

}

}

时间复杂度分析

T(n)=O(nlogn) 

渐进意义下的最优算法
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2.5 合并排序

最坏时间复杂度：O(nlogn)

平均时间复杂度：O(nlogn)

合并排序
优点：稳定性。在最坏情况下的键值比较次数十分接近于任
何基于比较的排序算法在理论上能够达到的最少次数。
缺点：算法需要线性的额外空间O(n)



2.6 快速排序

合并排序：按照元素在数组的位置进行划分
快速排序：按照元素的值对他们进行划分

A[s]已经位于有序数组中的最终位置，对A[s]前后子数组
进行排序



2.6 快速排序

合并排序：将问题划分
成两个子问题很快，算
法主要工作在于合并子
问题的解

快速排序：算法主要工
作在于划分节点，而不
需要再去合并子问题的
解



template<class Type>

int RandomizedPartition (Type a[], int p, int r){

int i = Random(p,r);

Swap(a[i], a[p]);

return Partition (a, p, r);

}

快速排序算法的性能取决于划分的对称性。通过修改算法partition，可

以设计出采用随机选择策略的快速排序算法。在快速排序算法的每一步
中，当数组还没有被划分时，可以在a[p:r]中随机选出一个元素作为划

分基准，这样可以使划分基准的选择是随机的，从而可以期望划分是较
对称的。

2.6 快速排序

最坏时间复杂度：O(n2)

平均时间复杂度：O(nlogn)

辅助空间：O(n)或O(logn)



快速排序中分治思想三个要点

1、划分步：把输入的问题划分为子问题

2、治理步：调用处理方法来处理问题

3、组合步：把各个子问题的解组合起来

2.6 快速排序



给定线性序集中n个元素和一个整数k，1≤k≤n，要求找出这n个元素中
第k小的元素？

2.7 线性时间选择

k = 1: 最小值; 

k = n: 最大值; 

k = n/2 : 中位数

最简单的方法: 排序+选择.

T(n) = θ(nlogn) + θ(1) = θ(nlogn)

时间复杂性有没有可能更低？



给定线性序集中n个元素和一个整数k，1≤k≤n，要求找出这n个元素中
第k小的元素

2.7 线性时间选择

在最坏情况下，算法
randomizedSelect需要O(n2)计
算时间

但可以证明，算法
randomizedSelect可以在O(n)
平均时间内找出n个输入元素
中的第k小元素。



找到第7个最小的数

7 – 4 = 3rd

划分

2.7 线性时间选择

Lucky:

T(n) =O(n) =O(n)

Unlucky:

T(n) = T(n – 1) + O(n)= O(n2) 比合并排序？



平均时间计算

假设第 k 元素均处于最大的划分数组中

2.7 线性时间选择

两边取均值

均值操作的线性性！

不同选择的独立性



2.7 线性时间选择

证明： 存在足够大的常数 c 满足 E[T(n)] ≤ cn

利用结论：

采用归纳法证：

总结
优点：线性期望时间，实际应用效果较好
缺点：最坏情况下效果很差

有没有最坏情况下依然为线性的算法？



2.7 线性时间选择

改进：通过使划分更均匀，实现在最坏情况下用O(n)时间完成选择任务。

Select算法：找到第i小的元素

1.将n个输入元素划分成n/5个组，
每组5个元素，至多有一组由剩下
的n mod 5个元素组成。

2.用插入排序，将每组中的元素

排好序，取出每组的中位数，共
n/5个。



2.7 线性时间选择

改进：通过使划分更均匀，实现在最坏情况下用O(n)时间完成选择任务。

3.调用Select来找出这n/5个中位数
的中位数x。如果n/5是偶数，就找它
的2个中位数中较大的一个。

4.按上一步中找到的x作为中轴，对
全部 n个元素进行划分，有k-1个数小
于x。

5.若i==k，返回x。若i小于k，在低区
调用Select找出第i小的元素，否则在
高区调用Select。



2.7 线性时间选择
计算耗时分析

设所有元素互不相同。在
这种情况下，找出的基准
x至少比3(n-5)/10个元素
大，因为在每一组中有2

个元素小于本组的中位数，
而n/5个中位数中又有(n-

5)/10个小于基准x。同理，
基准x也至少比3(n-5)/10

个元素小。而当n≥75时，
3(n-5)/10≥n/4所以按此基
准划分所得的2个子数组
的长度都至少缩短1/4。



复杂度分析

T(n)=O(n)
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归纳法

• 补充：实际上，该算法运行
缓慢，因为n前面的常数很大。



Type Select(Type a[], int p, int r, int k){

if (r-p<75) {

用某个简单排序算法对数组a[p:r]排序;

return a[p+k-1];

}

for ( int i = 0; i<=(r-p-4)/5; i++ )

//将a[p+5*i]至a[p+5*i+4]的第3小元素

与a[p+i]交换位置;

//找中位数的中位数，r-p-4即上面所说的n-5

Type x = Select(a, p, p+(r-p-4)/5, (r-p-4)/10);

int i=Partition(a,p,r, x), j=i-p+1;

if (k<=j) return Select(a,p,i,k);

else return Select(a,i+1,r,k-j);

}

}

上述算法将每一组的大小定为5，并
选取75作为是否作递归调用的分界
点。这2点保证了T(n)的递归式中2

个自变量之和n/5+3n/4=19n/20=εn，
0<ε<1。这是使T(n)=O(n)的关键之
处。当然，除了5和75之外，还有
其他选择。



如果能在线性时间内找到一个划分基准，使得按这个基准所划
分出的2个子数组的长度都至少为原数组长度的ε倍(0<ε<1是某
个正常数)，那么就可以在最坏情况下用O(n)时间完成选择任务。

例如，若ε=9/10，算法递归调用所产生的子数组
的长度至少缩短1/10。所以，在最坏情况下，算
法所需的计算时间T(n)满足递归式
T(n)≤T(9n/10)+O(n) 。由此可得T(n)=O(n)。

2.7 线性时间选择
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2.8 最接近点对问题

计算几何学中研究的基本问题之一。
在涉及几何对象的问题中，常需要了解其邻域中其他几何

对象的信息。例如，在空中交通控制问题中，若将飞机作为空
间中移动的一个点来看待，则具有最大碰撞危险的两架飞机，
就是这个空间中最接近的一对点。

最接近点问题：给定平面上的n个点，找其中的一对点，使得
在n个点组成的所有点对中，该点距离最小



给定平面上n个点的集合S，找其中的一对点，使得在n个点组成的所
有点对中，该点对间的距离最小。

为了使问题易于理解和分析，先来考虑一维的情形。此时，S中的n

个点退化为x轴上的n个实数 x1,x2,…,xn。最接近点对即为这n个实数
中相差最小的2个实数。

2.8 最接近点对问题



假设我们用x轴上某个点m将S划分为2个子集S1和S2 ，基于平衡子问
题的思想，用S中各点坐标的中位数来作分割点。
递归地在S1和S2上找出其最接近点对{p1,p2}和{q1,q2}，并设
d=min{|p1-p2|,|q1-q2|}，S中的最接近点对或者是{p1,p2}，或者是
{q1,q2}，或者是某个{p3,q3}，其中p3∈S1且q3∈S2。
能否在线性时间内找到p3,q3？

为什么不用均值

2.10 最接近点对问题



◆如果S的最接近点对是{p3,q3}，即|p3-q3|<d，则p3和q3两者与m的距离不超过d，
即p3∈(m-d,m]，q3∈(m,m+d]。

◆由于在S1中，每个长度为d的半闭区间至多包含一个点(否则必有两点距离小于
d)，并且m是S1和S2的分割点，因此(m-d,m]中至多包含S中的一个点。由图可以
看出，如果(m-d,m]中有S中的点，则此点就是S1中最大点。

◆因此，我们用线性时间就能找到区间(m-d,m]和(m,m+d]中所有点，即p3和q3。
从而我们用线性时间就可以将S1的解和S2的解合并成为S的解。

能否在线性时间内找到p3,q3？

2.8 最接近点对问题



◆下面来考虑二维的情形。

◆选取一垂直线l:x=m来作为分割直线。其中m为S中各点x坐标的中位数。由此将
S分割为S1和S2。

◆递归地在S1和S2上找出其最小距离d1和d2，并设d=min{d1,d2}，S中的最接近
点对或者是d，或者是某个{p,q}，其中p∈S1且q∈S2。

◆能否在线性时间内找到p,q？

2.8 最接近点对问题



◆考虑P1中任意一点p，它若与P2中的点q构成最接近点对的候选者，则必有
distance(p，q)＜d。满足这个条件的P2中的点一定落在一个d×2d的矩形R中

◆由d的意义可知，P2中任何2个S中的点的距离都不小于d。由此可以推出矩形R中
最多只有6个S中的点。

◆因此，在分治法的合并步骤中最多只需要检查6×n/2=3n个候选者

能否在线性时间内找到p,q？

证明:将矩形R的长为2d的边3等分，将它的长为
d的边2等分，由此导出6个(d/2)×(2d/3)的矩形。
若矩形R中有多于6个S中的点，则由鸽舍原理易
知至少有一个(d/2)×(2d/3)的小矩形中有2个以
上S中的点。设u，v是位于同一小矩形中的2个
点，则

distance(u,v)<d。这与d的意义相矛盾。
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2.8 最接近点对问题



➢为了确切地知道要检查哪6个点，可以将p和P2中所有S2的点投影到
垂直线l上。由于能与p点一起构成最接近点对候选者的S2中点一定在
矩形R中，所以它们在直线l上的投影点距p在l上投影点的距离小于d。
由上面的分析可知，这种投影点最多只有6个。

➢因此，若将P1和P2中所有S中点按其y坐标排好序，则对P1中所有点，

对排好序的点列作一次扫描，就可以找出所有最接近点对的候选者。
对P1中每一点最多只要检查P2中排好序的相继6个点。

2.8 最接近点对问题



double cpair2(S)

{

n=|S|;

if (n < 2) return ;

1、m=S中各点x间坐标的中位
数;

构造S1和S2；

//S1={p∈S|x(p)<=m}, 

S2={p∈S|x(p)>m}

2、d1=cpair2(S1);

d2=cpair2(S2);

3、dm=min(d1,d2);

4、设P1是S1中距垂直分割线l的距离在dm之内的所有点组
成的集合；

P2是S2中距分割线l的距离在dm之内所有点组成的集合；

将P1和P2中点依其y坐标值排序；

并设X和Y是相应的已排好序的点列；

5、通过扫描X以及对于X中每个点检查Y中与其距离在dm

之内的所有点(最多6个)可以完成合并；

当X中的扫描指针逐次向上移动时，Y中的扫描指针可
在宽为2dm的区间内移动；

设dl是按这种扫描方式找到的点对间的最小距离；

6、d=min(dm,dl);

return d;

}

2.8 最接近点对问题

复杂度分析

T(n)=O(nlogn)









+
=

4

4

)()2/(2

)1(
)(

n

n

nOnT

O
nT



2.8 最接近点对问题



2.9 主定理 求解递推方程

主定理：设a1, b>1为常数，f(n)为函数，T(n)为非负整数，且

T(n) = aT(n/b) + f(n)  

则有以下结果：

,0),()(.3

)log()(),()(.2

)()(,0),()(1.

log

loglog

loglog

=

==
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−
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aa

aa

b

bb

bb

nΩnf

nnΘnTnΘnf

nΘnTnOnf

若

那么若

那么若

且对于某个常数 c < 1和充分大的n有

a f(n/b)  cf(n)，那么 T(n)=(f(n))
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第二条修正：



(1) 在第一种情况，𝒇(𝒏)不仅小于𝒏𝐥𝐨𝐠𝒃𝒂，必须多项式地小于，

即对于一个常数𝜺 > 𝟎，𝒇 𝒏 = 𝑶(
𝒏𝐥𝐨𝐠𝒃𝒂

𝒏𝜺
).

(2) 在第三种情况，𝒇(𝒏)不仅大于𝒏𝐥𝐨𝐠𝒃𝒂，必须多项式地大于，
即对于一个常数𝜺 > 𝟎，𝒇 𝒏 = 𝛀 𝒏𝐥𝐨𝐠𝒃𝒂 ⋅ 𝒏𝜺 .

*直观地：我们用𝒇(𝒏)与𝒏𝐥𝐨𝐠𝒃𝒂比较

(1). 若𝒏𝐥𝐨𝐠𝒃𝒂大，则𝑻 𝒏 = 𝜽(𝒏𝐥𝐨𝐠𝒃𝒂)

(2). 若𝒇(𝒏)大，则𝑻 𝒏 = 𝜽(𝒇(𝒏))

(3). 若𝒇(𝒏)与𝒏𝐥𝐨𝐠𝒃𝒂同阶，则𝑻 𝒏 = 𝜽 𝒏𝐥𝐨𝐠𝒃𝒂 𝐥𝐠 𝒏 = 𝜽(𝒇(𝒏) 𝐥𝐠𝒏).

log( ) ( )b aT n n= ( ) ( ( ))T n f n=
( ( ) lg )f n n

logb an n−
logb an nlogb an

( )f n



主定理的应用

例 求解递推方程

解 上述递推方程中的 那么

相当于主定理的第一种情况，其中=1. 根据定理得到

例 求解递推方程

解 上述递推方程中的 a=1, b=3/2,  f(n)=1，那么

相当于主定理的第二种情况. 根据定理得到 .

(1). 若𝒏𝐥𝐨𝐠𝒃𝒂大，则𝑻 𝒏 = 𝜽(𝒏𝐥𝐨𝐠𝒃𝒂)

(2). 若𝒇(𝒏)大，则𝑻 𝒏 = 𝜽(𝒇(𝒏))

(3). 若𝒇(𝒏)与𝒏𝐥𝐨𝐠𝒃𝒂同阶，则𝑻 𝒏 =
𝜽 𝒏𝐥𝐨𝐠𝒃𝒂 𝐥𝐠 𝒏 = 𝜽(𝒇(𝒏) 𝐥𝐠𝒏).

*直观地：我们用𝒇(𝒏)与𝒏𝐥𝐨𝐠𝒃𝒂比较

T(n) = aT(n/b) + f(n)  



实例

例 求解递推方程

上述递推方程中的a=3, b=4, f(n)=nlogn，那么

此外，要使 a f(n/b)  cf(n)成立，代入 f(n)=nlogn，得到

显然只要 c  3/4，上述不等式就可以对充分大的n成立. 

相当于主定理的第三种情况. 因此有

0.2 

主定理的应用
(1). 若𝒏𝐥𝐨𝐠𝒃𝒂大，则𝑻 𝒏 = 𝜽(𝒏𝐥𝐨𝐠𝒃𝒂)

(2). 若𝒇(𝒏)大，则𝑻 𝒏 = 𝜽(𝒇(𝒏))

(3). 若𝒇(𝒏)与𝒏𝐥𝐨𝐠𝒃𝒂同阶，则𝑻 𝒏 =
𝜽 𝒏𝐥𝐨𝐠𝒃𝒂 𝐥𝐠 𝒏 = 𝜽(𝒇(𝒏) 𝐥𝐠𝒏).

*直观地：我们用𝒇(𝒏)与𝒏𝐥𝐨𝐠𝒃𝒂比较

T(n) = aT(n/b) + f(n)  



不能使用主定理的例子

• 不能使用主定理

不存在c<1使得 2 (n/2) log(n/2)  c nlogn

不存在  > 0 使得 f(n)= nlogn = (n1+)

• 只能使用递归树，结果等于 T(n)=nlog2n

主定理的应用
(1). 若𝒏𝐥𝐨𝐠𝒃𝒂大，则𝑻 𝒏 = 𝜽(𝒏𝐥𝐨𝐠𝒃𝒂)

(2). 若𝒇(𝒏)大，则𝑻 𝒏 = 𝜽(𝒇(𝒏))

(3). 若𝒇(𝒏)与𝒏𝐥𝐨𝐠𝒃𝒂同阶，则𝑻 𝒏 =
𝜽 𝒏𝐥𝐨𝐠𝒃𝒂 𝐥𝐠 𝒏 = 𝜽(𝒇(𝒏) 𝐥𝐠𝒏).

*直观地：我们用𝒇(𝒏)与𝒏𝐥𝐨𝐠𝒃𝒂比较

T(n) = aT(n/b) + f(n)  

𝒇 𝒏 = 𝛀(𝒏𝐥𝐨𝐠𝒃𝒂 ⋅ 𝒏𝜺)?

符合主定理修正的第二条：


