
第三章 动态规划

算法设计与分析
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理解动态规划算法的概念。

掌握动态规划算法的基本要素

（1）最优子结构性质

（2）重叠子问题性质

掌握设计动态规划算法的步骤。

(1)找出最优解的性质，并刻划其结构特征。

(2)递归地定义最优值。

(3)以自底向上的方式计算出最优值。

(4)根据计算最优值时得到的信息，构造最优解。

学习要点
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通过应用范例学习动态规划算法设计策略。

（1）矩阵连乘问题；

（2）最长公共子序列；

（3）凸多边形最优三角剖分；

（4）多边形游戏；

（5）图像压缩；

（6）流水作业调度；

（7）0-1背包问题；

（8）最优二叉搜索树。
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动态规划算法与分治法类似，其基本思想也是将待求解问题分解成若干个
子问题

算法总体思想

n

T(n/2) T(n/2) T(n/2) T(n/2)

T(n) =
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但是在动态规划问题中，经分解得到的子问题往往不是互相独立的。不同子问
题的数目常常只有多项式量级。如果使用分治法求解，有些子问题被重复计算了
许多次。

n
T(n) =

n/2

T(n/4)T(n/4)T(n/4)T(n/4)

n/2
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n/2
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n/2
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算法总体思想
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如果能够保存已解决的子问题的答案，而在需要时再找出已求得的答案，
就可以避免大量重复计算，从而得到多项式时间算法。

n=

n/2

T(n/4) T(n/4) T(n/4) T(n/4)

n/2 n/2

T(n/4)T(n/4)

n/2

T(n/4) T(n/4) T(n/4)T(n/4) T(n/4)

T(n)

算法总体思想
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动态规划基本步骤

① 找出最优解的性质，并刻画其结构特征。

② 递归地定义最优值。

③ 计算出最优值，通常采用自底向上的方式。

④ 根据计算最优值时得到的信息，构造最优解。
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简单示例——斐波那契数列

Fibonacci (n) = 1; n = 0 
Fibonacci (n) = 1; n = 1 
Fibonacci (n) = Fibonacci(n-1) + Fibonacci(n-2)

自顶向下的递归版本：

public int fib(int n) { 
if(n<=0) return 0; 
if(n==1) return 1; 
return fib( n-1)+fib(n-2); 

}//测试fib(6)

递归树：

上面的递归树中的每一个子节点都会执行一次，很多重复的节点被执行，fib(2)被重
复执行了5次。由于调用每一个函数的时候都要保留上下文，所以空间上开销也不
小。这么多的子节点被重复执行，如果在执行的时候把执行过的子节点保存起来，
后面要用到的时候直接查表调用的话可以节约大量的时间。
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自顶向下的备忘录方法

创建了一个n+1大小的数组来保存求出的斐波拉契数列中的每一个值，在递
归的时候如果发现前面fib（n）的值计算出来了就不再计算，如果未计算出
来，则计算出来后保存在Memo数组中，下次在调用fib（n）的时候就不会
重新递归了。

public static int Fibonacci(int n){
if(n<=0)            return n;
int []Memo=new int[n+1];
for(int i=0;i<=n;i++)            Memo[i]=-1;  //memo数组赋初值-1
return fib(n, Memo);    

}    
public static int fib(int n,int []Memo)    {

if(Memo[n]!=-1)            return Memo[n];  //不等于-1表示该值已计算过
if(n<=2)            Memo[n]=1;        
else Memo[n]=fib( n-1,Memo)+fib(n-2,Memo);          
return Memo[n];    

}
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自底向上的方法

public static int fib(int n){
if(n<=0)            return n;
int []Memo=new int[n+1];
Memo[0]=0;
Memo[1]=1;
for(int i=2;i<=n;i++) {

Memo[i]=Memo[i-1]+Memo[i-2];
}               
return Memo[n];

}

先计算子问题，再由子问题计算父问题。
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public static int fib(int n)    {
if(n<=1)            return n;
int Memo_i_2=0;
int Memo_i_1=1;
int Memo_i=1;
for(int i=2;i<=n;i++){

Memo_i=Memo_i_2+Memo_i_1;
Memo_i_2=Memo_i_1;
Memo_i_1=Memo_i;

}
return Memo_i;

}

参与循环的只有 i，i-1 , i-2
三项，因此该方法的空间
可以进一步的压缩：

一般来说由于备忘录方式的动态规划方法使用了递归，递归的时候会产生额外的
开销，使用自底向上的动态规划方法要比备忘录方法好。

自底向上的方法——改进
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3.1 矩阵连乘问题

给定n个矩阵 ， 其中 与 是可乘的， 。
考察这n个矩阵的连乘积

由于矩阵乘法满足结合律，所以计算矩阵的连乘可以有许多不同的计算次序。这
种计算次序可以用给矩阵加括号的方式来确定。

nAAA ...21

},...,,{ 21 nAAA
iA 1+iA 1,...,2,1 −= ni
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完全加括号的矩阵连乘积可递归地定义为：
（1）单个矩阵是完全加括号的；
（2）矩阵连乘积A是完全加括号的，则A可表示为2个完全加括号的
矩阵连乘积B和C的乘积并加括号，即A=（BC）

则 A=（BC）=10*30，使用到的乘法次数为 10*40*30 次
共12000次

完全加括号的矩阵连乘积

4010=B 3040=C
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)))((( DBCA

)))((( DCAB )))((( DBCA

)))((( CDBA )))((( CDAB

所需数乘次数分别为16000, 10500, 36000, 87500, 34500次

设有四个矩阵 A,B,C,D ，它们的维数分别是：
• A=50×10  B=10×40 C=40×30  D=30×5

总共有五种完全加括号的方式

完全加括号的矩阵连乘积
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给定n个矩阵｛A1,A2,…,An｝，其中Ai与Ai+1是可乘的，i=1，2…，n-1。
如何确定计算矩阵连乘积的计算次序，使得依此次序计算矩阵连乘积需
要的数乘次数，即计算量最少。

◆穷举法：列举出所有可能的计算次序，并计算出每一种计算次序相
应需要的数乘次数，从中找出一种数乘次数最少的计算次序。

3.1 矩阵连乘问题
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穷举法

算法复杂度分析：
对于n个矩阵的连乘积，设其不同的计算次序为P(n)种。由于每种加括号方式都可以
分解为两个子矩阵的加括号问题：(A1...Ak)(Ak+1…An)可以得到关于P(n)的递推式如下：

因此，计算次序的数量与n呈指数关系，通过穷举所有可能的方案来寻找最优方案，
是一个糟糕的策略。
注意区分这里的计算次序数量与上文的数乘次数
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◆穷举法
◆动态规划

将矩阵连乘积 简记为 ，这里 i≤j 。1...i i jA A A+

考察计算 的最优计算次序。假设这个计算次序在矩阵Ak和Ak+1之间将矩阵
链断开，i≤k＜j，其相应完全加括号方式为

)...)(...( 211 jkkkii AAAAAA +++

计算量（数乘次数）：A[i:k]的计算量加上A[k+1:j]的计算量，再加上A[i:k]和A[k+1:j]
相乘的计算量

[ : ]A i j

[ : ]A i j

3.1 矩阵连乘问题
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特征：计算A[i:j]的最优次序所包含的计算矩阵子链 A[i:k]和A[k+1:j]的次序也是最优
的。

反证法：如果A[i:k]和A[k+1:j]的计算次序不是最优的，则原矩阵连乘的计算次序也
不可能是最优的。

矩阵连乘计算次序问题的最优解包含着其子问题的最优解。这种性质称为最优子
结构性质。问题的最优子结构性质是该问题可用动态规划算法求解的显著特征。

分析最优解的结构

所谓的最优子结构，是指一个问题的解，可以由他的子问题的解来确定，而要想
达到当前状态的最优解，则子问题的解也应该是最优的，即全局最优解包含局部
最优解

(A1A2……Ak) (Ak+1……An)
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建立递归关系

设计算A[i:j]，1≤i≤j≤n，所需要的最少数乘次数m[i,j]，则原问题的最优值为m[1,n]。
用表s[i,j]记录m[i,j]对应的分割点k        

假设Ai的维数为
✓ 当i=j时，A[i:j]=Ai，不需要数乘，因此，m[i,i]=0，i=1,2,…,n
✓ 当i<j时，

可以递归地定义m[i,j]为：

jki pppjkmkimjim 1],1[],[],[ −+++=


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新构成的两个子矩阵的大小分别为pi-1*pk和pk*pj，这两个矩阵相乘，需要的数乘次数
为pi-1pkpj
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计算最优值

A[i:j]：对于1≤i≤j≤n不同的有序对(i, j)对应于不同的子问题。因此，不
同子问题的个数最多只有

由此可见，在递归计算时，许多子问题被重复计算多次。这也是该问题
可用动态规划算法求解的又一显著特征。

用动态规划算法解此问题，在计算过程中，保存已解决的子问题答案。
每个子问题只计算一次，而在后面需要时只要简单查一下，从而避免
大量的重复计算，最终得到多项式时间的算法
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在[1,n]内任取两个不相同的数，共这些种方案 在[1,n]内任取两个相同的数，共n种方案
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求解过程

•为避免重复计算，自底向上求解

在求解长度为r的矩阵链前，先把所有长度r-1的矩阵链都求完。以此
类推。
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用动态规划法求最优解

void MatrixChain(int *p，int n，int **m，int **s){

for i=1 to n    m[i][i]=0

for r = 2 to n

for i=1 to n-r+1

j=i+r-1;

m[i][j]=∞

for k=i to j-1

q = m[i][k] + m[k+1][j] + p[i-1]*p[k]*p[j];

if (q < m[i][j]) 

m[i][j] = q; 

s[i][j] = k;

}

先对m[i][i]置零(单矩阵)

在这个循环里，第一次循环，对i=1...n-1计算m[i][i+1]；
第二次循环，对i=1...n-2计算m[i][i+2]；即每次循环里，
计算长度为r的矩阵链的最小计算代价

k依次取值，寻找使m[i][j]最小的切割方案
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A1 A2 A3 A4 A5 A6

3035 3515 155 510 1020 2025
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1137520103504375]5][5[]4][2[

71252053510002625]5][4[]3][2[

1300020153525000]5][3[]2][2[

min]5][2[

541

531

521

pppmm

pppmm

pppmm

m

算法复杂度分析：
算法matrixChain的主要计算量取决于算法中对r，i和k的3重循环。循环体内的计算
量为O(1)，而3重循环的总次数为O(n3)。因此算法的计算时间上界为O(n3)。算法
所占用的空间显然为O(n2)。

例：6个矩阵，其大小分别为：

在算m[2][5]时，其过程为：

用动态规划法求最优解
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计算过程演示

• r=2：

• m[1][2]=P0*P1*P2=30*35*15=15750;

• m[2][3]=P1*P2*P3=35*15*5=2625;

• m[3][4]=P2*P3*P4=15*5*10=750;

• m[4][5]=P3*P4*P5=5*10*20=1000;

• m[5][6]=P4*P5*P6=10*20*25=5000;

• r=3：

• s[1][3]=1;

• s[2][4]=3;
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• s[3][5]=3;

• s[4][6]=5;

• r=4：

• s[1][4]=3;
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• s[2][5]=3;

• s[3][6]=3;

• r=5：

• s[1][5]=3;
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• s[2][6]=3;

• r=6：

• s[1][6]=3;

• 从而可知最优乘积次序为: [A1(A2A3)][(A4A5)A6]
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s[1][3]=1 s[4][6]=5
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• 验证数乘次数如下:

• A2A3数乘P1*P2*P3=2625次,矩阵(A2A3)的维数:P1*P3;

• A1(A2A3)数乘P0*P1*P3=5250次,矩阵A1(A2A3)的维数:P0*P3;

• A4A5数乘P3*P4*P5=1000次,矩阵A4A5的维数:P3*P5;

• (A4A5)A6数乘P3*P5*P6=2500次,矩阵(A4A5)A6的维数:P3*P6;

• (A1(A2A3))((A4A5)A6)数乘P0*P3*P6=3750次,其维数:P0*P6

• 故总的数乘次数=2625+5250+1000+2500+3750=15125.

计算过程演示
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3.2 动态规划算法的基本要素

一、最优子结构

•矩阵连乘计算次序问题的最优解包含着其子问题的最优解。这种性质称为最优子
结构性质。
•在分析问题的最优子结构性质时，所用的方法具有普遍性：首先假设由问题的最
优解导出的子问题的解不是最优的，然后再设法说明在这个假设下可构造出比原问
题最优解更好的解，从而导致矛盾。
•利用问题的最优子结构性质，以自底向上的方式递归地从子问题的最优解逐步构
造出整个问题的最优解。最优子结构是问题能用动态规划算法求解的前提。

同一个问题可以有多种方式刻划它的最优子结构，有些表示方法的求解速度更快
（空间占用小，问题的维度低）
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二、重叠子问题

3.2 动态规划算法的基本要素

•递归算法求解问题时，每次产生的子问题并不总是新问题，有些子问题被反复计
算多次。这种性质称为子问题的重叠性质。
•动态规划算法，对每一个子问题只解一次，而后将其解保存在一个表格中，当再
次需要解此子问题时，只是简单地用常数时间查看一下结果。
•通常不同的子问题个数随问题的大小呈多项式增长。因此用动态规划算法只需要
多项式时间，从而获得较高的解题效率。
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三、除了自底向上方法，也可以用带有备忘录的自顶向下方法

•备忘录方法的控制结构与直接递归方法的控制结构相同，区别在于备忘录方法为
每个解过的子问题建立了备忘录以备需要时查看，避免了相同子问题的重复求解。

int LookupChain(int i，int j)
{

if (m[i][j] > 0) return m[i][j]; //子问题已解
if (i == j) return 0;
int u = LookupChain (i，i) + LookupChain (i+1，j) + p[i-1]*p[i]*p[j];
s[i][j] = i; //记录最优分解位置
for (int k = i+1; k < j; k++) {   //遍历k

int t = LookupChain (i，k) + LookupChain (k+1，j) + p[i-1]*p[k]*p[j];
if (t < u) { 

u = t; 
s[i][j] = k; //记录最优分解位置

}
}
m[i][j] = u;    return u;

}

3.2 动态规划算法的基本要素
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动态规划法 .VS. 分治法

• 动态规划法的实质也是将较大问题分解为较小的同类子问题，这一

点上它与分治法类似。

• 分治法的子问题相互独立，相同的子问题被重复计算。

• 动态规划法利用问题的最优子结构特征，设计自底向上的计算过程，

通过从子问题的最优解逐步构造出整个问题的最优解，避免重复计

算。
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动态规划基本步骤

1. 找出最优解的性质，并刻划其结构特征。

2. 递归地定义最优值。

3. 计算出最优值，通常采用自底向上的方式。

4. 根据计算最优值时得到的信息，构造最优解。

设计一个动态规划算法，通常可以按以下几个步骤进行：
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3.3 最长公共子序列(Longest Common Subsequence, LCS)

• 若给定序列X={x1, x2,…, xm}，则另一序列Z={z1, z2, …, zk}是X的子序
列是指存在一个严格递增下标序列{i1, i2, …, ik}, 使得对于所有j=1, 2, …, 
k, zj = xi_j

• 例如，给定序列X={A，B，C，B，D，A，B}，序列Z={B，C，D，B}
是X的子序列，相应的递增下标序列为{2，3，5，7}。

• 给定2个序列X和Y，当另一序列Z既是X的子序列又是Y的子序列时，称
Z是序列X和Y的公共子序列。

• 问题：给定2个序列X={x1,x2,…,xm}和Y={y1,y2,…,yn}，找出X和Y的最长
公共子序列。
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最长公共子序列的结构

设序列Xm={x1,x2,…,xm}和Yn={y1,y2,…,yn}的最长公共子序列为
Zk={z1,z2,…,zk} ，从后向前推理，则

(1) 若 xm = yn，则 zk = xm = yn，且Zk-1是Xm-1和Yn-1的最长公共子序列。
(2) 若 xm ≠ yn 且 zk ≠ xm，则Zk是Xm-1和Yn的最长公共子序列。
(3) 若 xm ≠ yn 且 zk ≠ yn，则Zk是Xm和Yn-1的最长公共子序列。

2个序列的最长公共子序列包含了这2个序列的前缀的最长公共子序列。
因此，最长公共子序列问题具有最优子结构性质。

◼如果Z=LCS(X,Y)，则Z的任意前缀，是X的前缀与Y的前缀的LCS
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子问题的递归结构

由最长公共子序列问题的最优子结构性质建立子问题最优值的递归关系。
用c[i][j]记录序列Xi和Yj的最长公共子序列的长度。其中，
Xi={x1,x2,…,xi}；Yj={y1,y2,…,yj}。当i=0或j=0时，空序列是Xi和Yj的最
长公共子序列。故此时c[i][j]=0。其它情况下，由最优子结构性质可建立
递归关系如下：

0 0 or 0

[ ][ ] [ 1][ 1] 1 , 0;

max{ [ ][ 1], [ 1][ ]} , 0;

i j

i j

i j

c i j c i j i j x y

c i j c i j i j x y

 = =


= − − +  =
 − −  
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计算最优值

由于在所考虑的子问题空间中，总共有θ(mn)个不同的子问题，因
此，用动态规划算法自底向上地计算最优值能提高算法的效率。

[0][0] [0][1] [0][ ]

[1][0] [1][1] [1][ ]

[ ][0] [ ][1] [ ][ ]

c c c n

c c c n

c m c m c m n

 
 
 
 
 
 

要得到c[i][j]，需要其左侧、上侧和左上方的值，因此，先对c[i][0]和
c[0][j]赋初值0
然后计算c[1][1]...c[m][1]，再计算c[1][2]...c[m][2]，以此类推，最终得到
c[m][n]
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由于在所考虑的子问题空间中，总共有θ(mn)个不同的子问题，因此，用动态规划算
法自底向上地计算最优值能提高算法的效率。

void LCSLength(int m，int n，char *x，char *y，int **c，int **b){  
int i，j;
for (i = 1; i <= m; i++) c[i][0] = 0;   for (i = 1; i <= n; i++) c[0][i] = 0;
for (i = 1; i <= m; i++)

for (j = 1; j <= n; j++) {
if (x[i]==y[j]) { 

c[i][j]=c[i-1][j-1]+1; 
b[i][j]=1;  //(1) “ 左上角”

}
else if (c[i-1][j]>=c[i][j-1]) {

c[i][j]=c[i-1][j]; 
b[i][j]=2;  //(2) “上侧”

}
else { 

c[i][j]=c[i][j-1]; 
b[i][j]=3; //(3) “左侧”

}
}}

构造最优解

void LCS(int i，int j，char *x，int **b)

{

if (i ==0 || j==0) return;

if (b[i][j]== 1){ 

LCS(i-1，j-1，x，b); 

cout<<x[i]; 

}

else if (b[i][j]== 2) LCS(i-1，j，x，b);

else LCS(i，j-1，x，b);

}

b[i][j]表示c[i][j]取值的三种情况，用来构造最优解

计算最优值
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LCS的回溯构造最优解过程

c[i][j]存储最长公共子序列的长度

b[i][j]记录c[i][j]是由哪个子问题的解得到的
没有单独考虑c[i-1][j]==c[i][j-1]的情况，对b[i][j]二维数组的取值添加一种

可能，等于4，来表示c[i-1][j]==c[i][j-1]。这样通过路径回溯可以找出
所有最长公共子序列。不做这项更改则只能找出一个最优解。
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指c[i][j]=4,
b[i][j]=1

比如序列 X 为 ABCBDAB ，序列 Y 为 BDCABA，则
其公共最长子序列为 BCBA ，或者 BCAB，或者BDAB

for (i = 1; i <= m; i++)
for (j = 1; j <= n; j++) {

if (x[i]==y[j]) { 
c[i][j]=c[i-1][j-1]+1; 
b[i][j]=1;  //(1) “ 左上角”

}
else if (c[i-1][j]>c[i][j-1]) {

c[i][j]=c[i-1][j]; 
b[i][j]=2;  //(2) “上侧”

}
else if (c[i-1][j]<c[i][j-1]) {

c[i][j]=c[i][j-1]; 
b[i][j]=3; //(3) “左侧”

}
else{                  // c[i-1][j]==c[i][j-1]) 

c[i][j]=c[i-1][j]; 
b[i][j]=4; //(4) “上侧和左侧相等”

}
}

构造LCS所有最优解的过程
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算法的改进

•在算法lcsLength和lcs中，可进一步将数组b省去。事实上，数组元素
c[i][j]的值仅由c[i-1][j-1]，c[i-1][j]和c[i][j-1]这3个数组元素的值所确定。对
于给定的数组元素c[i][j]，可以不借助于数组b而仅借助于三个值的关系
在O(1)时间内来确定c[i][j]的值是由c[i-1][j-1]，c[i-1][j]和c[i][j-1]中哪一个值
所确定的。

•如果只需要计算最长公共子序列的长度，则算法的空间需求可大大减
少。事实上，在计算c[i][j]时，只用到数组c的第i行和第i-1行。因此，用2
行的数组空间就可以计算出最长公共子序列的长度。进一步的分析还可
将空间需求减至O(min(m,n))。
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[0][0] [0][1] [0][ ]

[1][0] [1][1] [1][ ]

[ ][0] [ ][1] [ ][ ]

c c c n

c c c n

c m c m c m n

 
 
 
 
 
 

比如：

只准备(m+1)*2大小的空间

c 0 [1]

𝑐 1 [1]
…

𝑐 𝑚 [1]

c 0 [0]

𝑐 1 [0]
…

𝑐 𝑚 [0]

c 0 [2]

𝑐 1 [2]
…

𝑐 𝑚 [2]

c 0 [1]

𝑐 1 [1]
…

𝑐 𝑚 [1]

c 0 [𝑛 − 1]

𝑐 1 [𝑛 − 1]
…

𝑐 𝑚 [𝑛 − 1]

c 0 [𝑛]

𝑐 1 [𝑛]
…

𝑐 𝑚 [𝑛]

算法的改进
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3.5 凸多边形最优三角剖分

•用多边形顶点的逆时针序列表示凸多边形，即P={v0,v1,…,vn-1}表示具有
n条边的凸多边形。
•若vi与vj是多边形上不相邻的2个顶点，则线段vivj称为多边形的一条弦。
弦将多边形分割成2个多边形{vi,vi+1,…,vj}和{vj,vj+1,…vi}。
•多边形的三角剖分是将多边形分割成互不相交的三角形的弦的集合T。
•给定凸多边形P，以及定义在由多边形的三个顶点组成的三角形上的权
函数w(vivkvj)。要求确定该凸多边形的三角剖分，使得在该三角剖分中诸
三角形上权之和为最小。
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最优子结构性质

•凸多边形的最优三角剖分问题有最优子结构性质。

•事实上，若凸(n+1)边形P={v0,v1,…,vn}的最优三角剖分T包含三角形
v0vkvn，1≤k≤n-1，则T的权为3个部分权的和：三角形v0vkvn的权，子多
边形{v0,v1,…,vk}和{vk,vk+1,…,vn}的权之和。可以断言，由T所确定的这2
个子多边形的三角剖分也是最优的。因为若有{v0,v1,…,vk}或{vk,vk+1,…,vn}
的更小权的三角剖分将导致T不是最优三角剖分的矛盾。
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最优三角剖分的递归结构

•定义t[i][j]，1≤i<j≤n为凸子多边形{vi-1,vi,…,vj}的最优三角剖分所对应的
权函数值，即其最优值。为方便起见，设退化的多边形{vi-1,vi}具有权值0。
据此定义，要计算的凸(n+1)边形P的最优权值为t[1][n]。

•t[i][j]的值可以利用最优子结构性质递归地计算。当j-i≥1时，凸子多边形
至少有3个顶点。由最优子结构性质，t[i][j]的值应为t[i][k]的值加上t[k+1][j]
的值，再加上三角形vi-1vkvj的权值，其中i≤k≤j-1。由于在计算时还不知
道k的确切位置，而k的所有可能位置只有j-i个，因此可以在这j-i个位置中
选出使t[i][j]值达到最小的位置。
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•由此，t[i][j]可递归地定义为：









=

+++
=

−


ji

ji

vvvwjktkit
jit

jki
jki

)}(]][1[]][[{min

0
]][[

1

得到该递归式就可以写出动态规划算法

最优三角剖分的递归结构
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最优三角剖分

•此凸 6 边形的最优三角剖分的权值之和为
(2 + 3 + 3) + (3 + 10 + 1) + (1 + 5 + 6) + (5 + 12 + 3) = 54 。
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public static void minWeightTriangulation(int n) {
for (int i = 1; i <= n; i++) {

t[i][i] = 0;
}
for (int r = 2; r <= n; r++) {//i与j的差值

for (int i = 1; i <= n - r + 1; i++) {
int j = i + r - 1;
m[i][j] = m[i + 1][j] + w(i-1,i,j);//k==i的情况
s[i][j] = i;
for (int k = i + 1; k < i+r-1; k++) {

int u = m[i][k] + m[k + 1][j] + w(i-1,k,j);
if (u < m[i][j]) {

m[i][j] = u;
s[i][j] = k; }}}}}
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3.6 多边形游戏（课堂不讲）

多边形游戏是一个单人玩的游戏，开始时有一个由n个顶点构成的多边形。每个
顶点被赋予一个整数值，每条边被赋予一个运算符“+”或“*”。所有边依次用
整数从1到n编号。

游戏第1步，将一条边删除。
随后n-1步按以下方式操作：
(1)选择一条边E以及由E连接着的2个顶点V1和V2；
(2)用一个新的顶点取代边E以及由E连接着的2个顶点V1和V2。将由顶点V1和V2

的整数值通过边E上的运算得到的结果赋予新顶点。
最后，所有边都被删除，游戏结束。游戏的得分就是所剩顶点上的整数值。

问题: 对于给定的多边形，计算最高得分。
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多边形游戏规则
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最优子结构性质

• 设所给的多边形的边和顶点的顺时针序列为op[1], v[1], op[2], v[2], 
op[3],…,op[n],v[n] 其中，op[i]表示第i条边所对应的运算符，v[i]表示第i个
顶点上的数值，i=1~n。

• 在所给多边形中，从顶点i(1≤i≤n)开始，长度为j (链中有j个顶点)的顺时
针链p(i,j) 可表示为v[i]，op[i+1]，…，v[i+j-1]。则将一条边op[i]删去后，
得到的链为p(i,j)。

• 如果这条链的最后一次合并运算在op[i+s]处发生(1≤s≤j-1)，则可在op[i+s]
处将链分割为2个子链p(i， s)和p(i+s，j-s)。

• 这里的加法需要进行取模运算，即mod n

1

3 2

4
1

3
24

1

2

4

3
4

p(2,4)=v(2),op(3),....,v(1)

j-s为长度，非下标

3
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•设m1是对子链p(i，s)的任意一种合并方式得到的值，而a和b分别是在所有可能的
合并中得到的最小值和最大值。m2是p(i+s，j-s)的任意一种合并方式得到的值，
而c和d分别是在所有可能的合并中得到的最小值和最大值。依此定义有a≤m1≤b，
c≤m2≤d

(1)当op[i+s]='+'时，显然有a+c≤m≤b+d
(2)当op[i+s]='*'时，有min{ac，ad，bc，bd}≤m≤max{ac，ad，bc，bd} 

•换句话说，主链的最大值和最小值可由子链的最大值和最小值得到。

最优子结构性质

子链合并？
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多边形游戏的递归求解

a = m[i, s, 0]
b = m[i, s, 1]
c = m[i+s, j-s, 0]
d = m[i+s, j-s, 1]

• 设m[i, j, 0]是链p(i, j)合并的最小值，而m[i, j, 1]是最大值。若最优合
并在op[i+s]处将p(i, j)分为两个长度小于j的子链p(i, s)和p(i+s, j-s)的
最大值和最小值均已计算出。即：

(1) 当op[i+s]='+'时
m[i, j, 0] = a + c    
m[i, j, 1] = b + d

(2) 当op[i+s]='*'时
m[i, j, 0] = min{ac, ad, bc, bd}    
m[i, j, 1] = max{ac, ad, bc, bd}
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综合 (1)和(2),将p(i, j)在op[i+s]处断开的最大值记为
maxf(i, j, s)，最小值记为minf(i, j, s)

多边形是封闭的，当i+s>n时，顶点i+s实际编号为(i+s)%n。m[i,n,1]记为游戏首
次删除第i条边后得到的最大得分。

多边形游戏的递归求解

minf(i, j, s) = ቊ
a + c, op[i+s] = ′+′

𝒎𝒊𝒏 𝒂𝒄, 𝒂𝒅, 𝒃𝒄, 𝒃𝒅 , op[i+s] = ′∗’

maxf(i, j, s) = ቊ
b + d, op[i+s] = ′+′

max{ac, ad, bc, bd}, op[i+s] = ′∗’

由于最优断开位置s有1 ≤ s ≤ j-1的j-1中情况。

m[i, j, 0] = min{minf(i, j, s)}, 1 ≤ i, j ≤ n              1 ≤ s ≤ j
m[i, j, 1] = max{maxf(i, j, s)}, 1 ≤ i, j ≤ n             1 ≤ s ≤ j

初始边界值为 m[i, 1, 0] = v[i]   m[i, 1, 1] = v[i]   1 ≤ i ≤ n
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多边形游戏样例

m(1,1,1) = 9
m(1,1,0) = 9
m(2,1,1) = -4
m(2,1,0) = -4
m(3,1,1) = 9
m(3,1,0) = 9
m(4,1,1) = 10
m(4,1,0) = 10
m(5,1,1) = -10
m(5,1,0) = -10



56

m(1,2) = m(1,1)op(2)m(2,1); op(2) = “+”
m(1,2,1) = m(1,1,1) + m(2,1,1) = 5
m(1,2,0) = m(1,1,0) + m(2,1,0) = 5
m(2,2) = m(2,1)op(3)m(3,1); op(3) = “+”
m(2,2,1) = m(2,1,1) + m(3,1,1) = 5
m(2,2,0) = m(2,1,0) + m(3,1,0) = 5
m(3,2) = m(3,1)op(4)m(4,1); op(4) = “+”
m(3,2,1) = m(3,1,1) + m(4,1,1) = 19
m(3,2,0) = m(3,1,0) + m(4,1,0) = 19
m(4,2) = m(4,1)op(5)m(5,1); op(5) = “*”
m(4,2,1) = max{m(4,1,1)*m(5,1,1), m(4,1,1)*m(5,1,0), 
m(4,1,0)*m(5,1,1), m(4,1,0)*m(5,1,0)} = -100
m(4,2,0) = min{m(4,1,1)*m(5,1,1), m(4,1,1)*m(5,1,0), 
m(4,1,0)*m(5,1,1), m(4,1,0)*m(5,1,0)} = -100
m(5,2) = m(5,1)op(1)m(1,1)
m(5,2,1) = m(5,1,1) + m(1,1,1) = -1
m(5,2,0) = m(5,1,0) + m(1,1,0) = -1

多边形游戏样例
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m(1,3,1) = max{m(1,1,1)+m{2,2,1}, m(1,2,1)+m(3,1,1)} = 14 
(m(1,1,1)+m(2,2,1))
m(1,3,0) = min{m(1,1,0)+m{2,2,0}, m(1,2,0)+m(3,1,0)} = 14 
(m(1,1,0)+m(2,2,0))
m(2,3,1) = max{m(2,1,1)+m(3,2,1), m(2,2,1)+m(4,1,1)} = 15 (m(2,1,1)+m(3,2,1))
m(2,3,0) = min{m(2,1,0)+m(3,2,0), m(2,2,0)+m(4,1,0)} = 15 (m(2,1,0)+m(3,2,0))
m(3,3,1) = max{m(3,1,1)+m(4,2,1),  max{m(3,2,1)*m(5,1,1), m(3,2,1)*m(5,1,0), 
m(3,2,0)*m(5,1,1), m(3,2,0)*m(5,1,0)}} = -91 (m(3,1,1)+m(4,2,1))
m(3,3,0) = min{m(3,1,0)+m(4,2,0),  min{m(3,2,1)*m(5,1,1), m(3,2,1)*m(5,1,0), 
m(3,2,0)*m(5,1,1), m(3,2,0)*m(5,1,0)}} = -190 (m(3,2,1)*m(5,1,1))
m(4,3,1) = max{max{m(4,1,1)*m(5,2,1), m(4,1,1)*m(5,2,0), m(4,1,0)*m(5,2,1), 
m(4,1,0)*m(5,2,0)}, m(4,2,1)+m(1,1,1)} = -10 (m(4,1,1)*m(5,2,1))
m(4,3,0) = min{min{m(4,1,1)*m(5,2,1), m(4,1,1)*m(5,2,0), m(4,1,0)*m(5,2,1), 
m(4,1,0)*m(5,2,0)}, m(4,2,0)+m(1,1,0)} = -91 (m(4,2,0)+m(1,1,0))
m(5,3,1) = max{m(5,1,1)+m(1,2,1), m(5,2,1)+m(2,1,1)} = -5 (m(5,1,1)+m(1,2,1))
m(5,3,0) = min{m(5,1,0)+m(1,2,0), m(5,2,0)+m(2,1,0)} = -5 (m(5,1,0)+m(1,2,0))
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max = max{m(1,5,1), m(2,5,1), m(3,5,1), m(4,5,1), m(5,5,1)} = 40
min = min{m(1,5,0), m(2,5,0), m(3,5,0), m(4,5,0), m(5,5,0)} = -240
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3.7 图像压缩

在计算机中，常用像素点的灰度值序列{p1,p2,……pn}表示图像。其中整数pi, 
1<=i<=n，表示像素点i的灰度值。通常灰度值的范围是0~255。因此最多需要8位
表示一个像素。

一张分辨率为640 x 480的图片，那它的像素就达到了307200，也就是人们常说的30
万像素
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图像的变位压缩存储格式将所给的像素点序列{p1,p2,…,pn}, 0≤pi≤255分
割成m个连续段S1,S2,…,Sm。

第i个像素段Si中(1≤i≤m)，有l[i]个像素,且该段中每个像素都只用b[i]位表
示。

分段的过程就是要找出断点，让一段里面的像素的最大灰度值比较小，那
么这一段像素(本来需要8位)就可以用较少的位(比如7位)来表示，从而减
少存储空间。

设 , 则第i个像素段Si为
−

=

=
1

1

][][
i

k

klit },,{ ][][1][ ilititi ppS ++= 

3.7 图像压缩
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比如某个片段为：
pi=10, pi+1=15, pi+2=100, pi+3=55, pi+4=200, pi+5=255
可以分成pi-pi+3和pi+4-pi+5两段，而第一段的每个像素只需要7
个比特位就可以表示。
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图像压缩

本题中， 0≤pi≤255 ，因此b[i]8，即需要用3位表示b[i]，如果限
制每段不超过255个像素，即1l[i]255，则需要用8位表示l[i]。因
此，第i个像素段所需的存储空间为l[i]*b[i]+8+3= l[i]*b[i]+11位。

按此格式存储像素序列{p1,p2,…,pn}，需要 位的
存储空间。

图像压缩问题要求确定像素序列{p1, p2,…, pn}的最优分段，使得
依此分段所需的存储空间最少。每个分段的像素不超过256个。

mibil
m

i

11][*][
1

+
=
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图像压缩

设l[i]，b[i]， 1≤i≤m ，是{p1,p2,…,pn}的最优分段。显而易见，l[1]，b[1]是
{p1,…,pl[1]}的最优分段，且l[i]，b[i]， 2≤i≤m是{pl[1]+1,…,pn} 的最优分段。
即图像压缩问题满足最优子结构性质。

设s[i]，1≤i≤n，是像素序列{p1,…,pi}的最优分段所需的存储位数，则s[i]
为前i-k个的存储位数（s[i-k]已算过）加上后k个的存储位数（需再计算）。
由最优子结构性质易知：

其中 为pi到pj中，最大的值需要的比特位数。

11)},1max(b*][{min][
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求像素序列 4，6，5，7，129，138，1 的最优分段

4 6 5 7 129 138 1

1 2 3 4 5 6 7

s[1] = 3 + 11 = 14   l[1] = 1  b[1] = 3

s[2] = minቊ
𝒔[𝟎] + 𝟐 × 𝟑 + 𝟏𝟏

𝒔[𝟏] + 𝟑 + 𝟏𝟏
= min{17, 28} = 17  

l[2] = 2  b[2] = 3

s[3] = min ൞

𝒔[𝟎] + 𝟑 × 𝟑 + 𝟏𝟏
𝒔[𝟏] + 𝟐 × 𝟑 + 𝟏𝟏

𝒔[𝟐] + 𝟑 + 𝟏𝟏
= min{20, 31, 31} = 20  

l[3] = 3  b[3] = 3

s[4] = minቐ
𝒔[𝟎] + 𝟒 × 𝟑 + 𝟏𝟏
𝒔[𝟏] + 𝟑 × 𝟑 + 𝟏𝟏

…

= min{23, 34, 34, 34} = 23  

l[4] = 4  b[4] = 3

11)},1max(b*][{min][
}256,min{1

++−+−=


ikikkisis
ik
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求像素序列 4，6，5，7，129，138，1 的最优分段

s[5] = min{51, 57, 52, 47, 42} = 42  
l[5] = 1  b[5] = 8

s[6] = min{59, 65, 60, 55, 50, 61} = 50  
l[6] = 2  b[6] = 8

s[7] = min{67, 73, 68, 63, 58, 69, 62} = 58  
l[7] = 3  b[7] = 8

算法复杂度分析：
由于算法compress中对k的循环次数不超过256，故对每一个确定的i，可在时间O(1)内完成的
计算。因此整个算法所需的计算时间为O(n)。

4 6 5 7 129 138 1

1 2 3 4 5 6 7

11)},1max(b*][{min][
}256,min{1

++−+−=


ikikkisis
ik
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void Compress(int n, int p[], int s[], int l[], int b[]) { //令s[i]为前i个段最优合并的存储位数
int Lmax = 256, header = 11;
s[0] = 0;
for(int i=1; i<=n; i++) {  //i表示前几段

b[i] = length(p[i]); //计算像素点p需要的存储位数
int bmax = b[i];
s[i] = s[i-1] + bmax+header;  //最后一段有一个像素
l[i] = 1;
for(int j=2; j<=i && j<=Lmax; j++){ // 最后一段有两个像素，三个像素，…,全部i个像素（段内像素的数

量强制不超过256）

//递推关系:s[i]=  min {s[i-j]+ lsum(i-j+1,i)*bmax(i-j+1,i) } + 11
if(bmax < b[i-j+1])

bmax = b[i-j+1];
if(s[i] > s[i-j] + j*bmax+header) {   
//因为一开始所有序列并没有分段,所以可以看作每一段就是一个数,故lsum(i-j+1, i) = j;         

s[i] = s[i-j] + j*bmax+header;
l[i] = j;   //记录最优断开位置，便于构造最优解

}
}

}
}
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3.9 流水作业调度(课堂不讲)

n个作业{1，2，…，n}要在由2台机器M1和M2组成的流水线上
完成加工。每个作业加工的顺序都是先在M1上加工，然后在
M2上加工。M1和M2加工作业i所需的时间分别为ai和bi。

流水作业调度问题要求确定这n个作业的最优加工顺序，使得
从第一个作业在机器M1上开始加工，到最后一个作业在机器
M2上加工完成所需的时间最少。
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分析：
•直观上，一个最优调度应使机器M1没有空闲时间，且机器M2的空闲时
间最少。在一般情况下，机器M2上会有机器空闲和作业积压2种情况。

•设全部作业的集合为N={1，2，…，n}。SN是N的作业子集。在一般
情况下，机器M1开始加工S中作业时，机器M2还在加工其它作业，要等
时间t后才可利用。将这种情况下完成S中作业所需的最短时间记为T(S,t)。
流水作业调度问题的最优值为T(N,0)。

3.9 流水作业调度
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3.9 流水作业调度
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设是所给n个流水作业的一个最优调度，它所需的加工时间为 a(1)+T’。其中T’是
在机器M2的等待时间为b(1)时，安排作业(2)，…，(n)所需的时间。
记S=N-{(1)}，则有T’=T(S,b(1))。

证明：事实上，由T的定义知T’T(S,b(1))。若T’>T(S,b(1))，设’是作业集S在
机器M2的等待时间为b(1)情况下的一个最优调度。则(1)， ’(2)，…， ’(n)是
N的一个调度，且该调度所需的时间为a(1)+T(S,b(1))<a(1)+T’。这与是N的最优
调度矛盾。故T’T(S,b(1))。从而T’=T(S,b(1))。这就证明了流水作业调度问题具
有最优子结构的性质。

由流水作业调度问题的最优子结构性质可知，

)}},{({min)0,(
1

ii
ni

biNTaNT −+=


})}0,max{},{({min),( iii
Si

atbiSTatST −+−+=


3.9 流水作业调度
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选定作业i为S中第一个加工作业之后，在机器M2上开始对S-{i}中的作
业进行加工之前，所需要的等待时间为bi + max{t-ai,0}。
原因：若M2在开始加工S中的作业之前需等待t个时间单位，且t > ai，
则作业i在M1上加工完毕（需时ai）之后，还要再等t-ai个时间单位才能
开始在M2上加工；若t≤ai，则作业i在M1上加工完毕之后，立即可以在
M2上加工，等待时间为0。故M2在开始对S-{i}中的作业进行加工之前，
所需要的等待时间为t’= bi + max{t-ai,0}。（bi是作业i在M2上加工所
需的时间）。所以，假定ai为已知的使得T(S,t)值最小的第一个执行的作
业，可以得到

T(S,t)= ai+ T(S-{i}, bi + max{t-ai,0})
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虽然满足最优子结构性质，也在一定程度满足子问题重叠性质。N的每个非空子集
都计算一次，共2n-1次，指数级的。

为了解决这个问题引入Johnson不等式

子问题重叠性质
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Johnson不等式

对递归式的深入分析表明，算法可进一步得到简化。
设是作业集S在机器M2的等待时间为t时的任一最优调度。若(1)=i, (2)=j。则由
动态规划递归式可得:
T(S,t)=ai+T(S-{i},bi+max{t-ai,0})=ai+aj+T(S-{i,j},tij)
其中，

},,max{

}0,,max{

}},0,max{max{

}0,}0,max{max{

iijiijij

ijijij

ijijij

jiijij

abaataabb

baatabb
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−++−−+=

−−+−+=

−−+−+=
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流水作业调度的Johnson法则

交换作业i和作业j的加工顺序，得到作业集S的另一调度，它所需的加工时间为
T’(S,t)=ai+aj+T(S-{i,j},tji)
其中，
当作业i和j满足Johnson不等式时，有

由此可见当作业i和作业j满足Johnson不等式时，交换它们的加工顺序后，会增加加
工时间。对于流水作业调度问题，必存在最优调度 ，使得任意i，作业(i)和(i+1)
满足Johnson不等式。进一步还可以证明，调度满足Johnson法则当且仅当对任意i<j
有

由此可知，所有满足Johnson法则的调度均为最优调度。

},,max{ jjjiijijji abaataabbt −++−−+=

},,max{ iijiijijij abaataabbt −++−−+=

},,max{},,max{

},max{},max{

},max{},max{

},max{},max{

jjjiiiji

jjjiiiji

ijjijiji

ijji

abaatabaat

abaaabaa

abaaabaa

abab

−+−+

−+−+

−−++−−++

−−−−

},min{},min{ )()()()( ijji abab  

T(S,t)=ai+T(S-{i},bi+max{t-ai,0})=ai+aj+T(S-{i,j},tij)

如果作业i和j满足min{bi,aj}≥min{bj,ai}，
则称作业i和j满足Johnson不等式。
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算法描述

流水作业调度问题的Johnson算法
(1)令
(2)将N1中作业依ai的非减序排序；将N2中作业依bj的非增序排序；
(3)N1中作业接N2中作业构成满足Johnson法则的最优调度。

𝑁1 = {𝑖|𝑎𝑖 < 𝑏𝑖}, 𝑁2 = {j|𝑎𝑗 ≥ 𝑏𝑗};

算法复杂度分析：
算法的主要计算时间花在对作业集的排序。因此，在最坏情况下算法所需的
计算时间为O(nlogn)。所需的空间为O(n)。

min{bi,aj}≥min{bj,ai}
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推测一下这个Johson法则为什么能够得到最小的作
业时间？

Johson法则分出的第一组都是b加工时间大于a的，
且按a时间递增；分出的第二组都是a加工时间大
于b的，且按b时间递减。

由于a加工是无间断的，决定时间长短的只是b。按
照Johson法则会发现，中间部分都是一些b耗时
大的作业，两头都是一些耗时小的作业，这样安
排会很好填充b中的时间空隙。

a

b
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3.10 0-1背包问题
给定n种物品和一背包。物品i的重量是wi，其价值为vi，背包的容量为C。
问应如何选择装入背包的物品，使得装入背包中物品的总价值最大?

0-1背包问题是一个特殊的整数规划问题。
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设所给0-1背包问题的子问题

利用反证法，设(X2,…Xn)不是上述子问题的一个最优解，而(y2,…yn)是，
则后者目标函数值要大于前者

又因为前者满足上述约束条件，说明(x1,y2,…,yn)是原问题的一个解

说明(x1,x2,…xn)非原问题最优解。这与(x1,x2,…,xn)是原问题最优解相悖。
所以(x2,…,xn)是子问题最优解，最优子结构性质得证。

3.10 0-1背包问题
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设所给0-1背包问题的子问题 
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的最优值为m(i，j)，即m(i，j)是背包容量为j，可选择物品为i，i+1，…，n时0-1背包问
题的最优值。由0-1背包问题的最优子结构性质，可以建立计算m(i，j)的递归式如下。
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若背包剩余容量小于第i个物品
重量，则不考虑这个物品

若背包剩余容量大于第i个物品重量，则分别
考虑装与不装两种情况的重量，取最大值

3.10 0-1背包问题
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void Knapsack(int v[],int w[],int c,int n,int m[][10])
{

int jMax = min(w[n]-1,c);//背包剩余容量上限 范围[0~w[n]-1]
for(int j=0; j<=jMax;j++) { //第n个物品无法装入背包

m[n][j]=0;
}
for(int j=w[n]; j<=c; j++) {//限制范围[w[n]~c]

m[n][j] = v[n]; //第n个物品装入背包
}
for(int i=n-1; i>1; i--) { 

jMax = min(w[i]-1,c);
for(int j=0; j<=jMax; j++) { //背包不同剩余容量j<=jMax<c

m[i][j] = m[i+1][j];//第i个物品没法装入，没产生任何效益
}
for(int j=w[i]; j<=c; j++) { //背包不同剩余容量j-wi >c

m[i][j] = max(m[i+1][j],m[i+1][j-w[i]]+v[i]);//效益值增长vi
}

}
m[1][c] = m[2][c];
if(c>=w[1]) {

m[1][c] = max(m[1][c],m[2][c-w[1]]+v[1]);
}

}

n

nn

wj

wjv
jnm









=
00

),(

i

iii

wj

wj

jim

vwjimjim
jim









+

+−++
=

0),1(

}),1(),,1(max{
),(



82

算法复杂度分析：
从Knapsack容易看出，算法需要O(nc)计算时间。当背包容量c
很大时，算法需要的计算时间较多。例如，当c>2n时，算法需
要Ω(n2n)计算时间。
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算法改进

由m(i,j)的递归式容易证明，在一般情况下，对每一个确定的i(1≤i≤n)，函数m(i,j)
是关于变量j的阶梯状单调不减函数。跳跃点是这一类函数的描述特征。在一般情
况下，函数m(i,j)由其全部跳跃点唯一确定。如图所示。

对每一个确定的i(1≤i≤n)，用一个表p[i]存储函数m(i，j)的全部跳跃点。表p[i]可根据
计算m(i，j)的递归式来递归地由表p[i+1]计算，初始时p[n+1]={(0，0)}。
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函数m(i,j)是由函数m(i+1,j)与函数m(i+1,j-wi)+vi作max运算得到的。因此，函数m(i,j)
的全部跳跃点包含于函数m(i+1，j)的跳跃点集p[i+1]与函数m(i+1，j-wi)+vi的跳
跃点集q[i+1]的并集中。易知，(s,t)q[i+1]当且仅当wisc且(s-wi,t-vi)p[i+1]。

因此，容易由p[i+1]确定跳跃点集q[i+1]如下
q[i+1]=p[i+1](wi,vi)={(j+wi,m(i,j)+vi)|(j,m(i,j))p[i+1]}
另一方面，设(a，b)和(c，d)是p[i+1]q[i+1]中的2个跳跃点，则当ca且d<b时，(c，
d)受控于(a，b)，从而(c，d)不是p[i]中的跳跃点。除受控跳跃点外，p[i+1]q[i+1]中

的其它跳跃点均为p[i]中的跳跃点。
由此可见，在递归地由表p[i+1]计算表p[i]时，可先由p[i+1]计算出q[i+1]，然后合并

表p[i+1]和表q[i+1]，并清除其中的受控跳跃点得到表p[i]。

i

iii
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wj

jim

vwjimjim
jim
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}),1(),,1(max{
),(

算法改进
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一个例子

n=5，c=10，w={2，2，6，5，4}，v={6，3，5，4，6}。

初始时p[6]={(0,0)}，(w5,v5)=(4,6)。因此，
q[6]=p[6](w5,v5)={(4,6)}。
p[5]={(0,0),(4,6)}。
q[5]=p[5](w4,v4)={(5,4),(9,10)}。从跳跃点集p[5]与q[5]的并集
p[5]q[5]={(0,0),(4,6),(5,4),(9,10)}中看到跳跃点(5,4)受控于跳跃点
(4,6)。将受控跳跃点(5,4)清除后，得到p[4]={(0,0),(4,6),(9,10)}
q[4]=p[4](6，5)={(6，5)，(10，11)}
p[3]={(0，0)，(4，6)，(9，10)，(10，11)}
q[3]=p[3](2，3)={(2，3)，(6，9)}
p[2]={(0，0)，(2，3)，(4，6)，(6，9)，(9，10)，(10，11)}
q[2]=p[2](2，6)={(2，6)，(4，9)，(6，12)，(8，15)}
p[1]={(0，0)，(2，6)，(4，9)，(6，12)，(8，15)}
p[1]的最后的那个跳跃点(8,15)给出所求的最优值为m(1,c)=15。
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上述算法的主要计算量在于计算跳跃点集p[i](1≤i≤n)。由于q[i+1]=p[i+1](wi，
vi)，故计算q[i+1]需要O(|p[i+1]|)计算时间。合并p[i+1]和q[i+1]并清除受控跳跃
点也需要O(|p[i+1]|)计算时间。从跳跃点集p[i]的定义可以看出，p[i]中的跳跃点
相应于xi,…,xn的0/1赋值。因此，p[i]中跳跃点个数不超过2n-i+1。由此可见，算
法计算跳跃点集p[i]所花费的计算时间为

从而，改进后算法的计算时间复杂性为O(2n)。当所给物品的重量wi(1≤i≤n)是
整数时，|p[i]|≤c+1，(1≤i≤n)。在这种情况下，改进后算法的计算时间复杂性
为O(min{nc,2n})。

算法复杂度分析
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3.11 最优二叉搜索树

二叉搜索树

（1）若它的左子树不空，则左子树上所有
节点的值均小于它的根节点的值；

（2）若它的右子树不空，则右子树上所有
节点的值均大于它的根节点的值；

（3）它的左、右子树也分别为二叉搜索树

45

12 53

3 37

24

100

61

90

78在随机的情况下，二叉查找树的平均查找长度
和 是等数量级的nlog
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查找成功与不成功的概率，bi为成功搜索，ai未成功

二叉查找树的期望耗费（平均路长）

1 0

1
n n

i i

i i

a b
= =

+ = 

1 0

(depth ( ) 1) depth ( )
n n

T i i T i i

i i

p k b d a
= =

= +  +  

二叉查找树的期望耗费

给定n个互异的关键字组成的序列K=<k1,k2,...,kn>，且关键字有序（k1<k2<...<kn），从这些关
键字中构造一棵二叉查找树。对每个关键字ki，一次搜索搜索到的概率为bi(查找成功)。可能有
一些搜索的值不在K内（查找不成功），因此还有n+1个“虚拟键”d0, d1,..., dn，他们代表不在
K内的值。具体：d0代表所有小于k1的值，dn代表所有大于kn的值。而对于i = 1,2,...,n-1,虚拟键di

代表所有位于ki和ki+1之间的值。对于每个虚拟键，一次搜索对应于di的概率为ai。
要使得查找一个节点的期望代价最小，就需要建立一棵最优二叉查找树。

找到元素ki的概率为bi

在(ki,ki+1)区间的概率为ai

最优二叉搜索树问题是对干有序集 S 及其概率分布 (a0,b1.a1.bn.an), 在所有表示有序集
S的二又搜索树中找出一棵有最小平均路长的二叉搜索树。
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1

2

3

node        depth      probability         contribution

            1             0.15                  0.30

            0             0.10                  0.10

            2             0.05     

k

k

k

4

5

0        

1

             0.15

            1             0.10                  0.20

            2             0.20                  0.60

       2              0.05                  0.10

            2  

k

k

d

d

2

3

4

            0.10                  0.20

            3              0.05                  0.15

            3              0.05                  0.15

            3              0.05                  0

d

d

d

5

.15

            3              0.10                  0.30

Total                                              2.40

d

二叉查找树的期望耗费
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1 0

(depth ( ) 1) depth ( )
n n

T i i T i i

i i

p k b d a
= =

= +  +  

0d
1d

2d 3d

4d

5d

1k

2k

3k

4k

5k

二叉查找树的期望耗费

假设有一棵ai-1,bi....,bj,aj的树，接到另一个结点形

成一颗新树，增加的代价（每个结点在新树中的

深度都增加了1，所以其实就算所有结点频率之

和）为：

, 1i j i i j jw a b b a−= + + + +
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n个节点的二叉树的个数为：
穷举搜索法的时间复杂度为指数级

1 0

(depth ( ) 1) depth ( )
n n

T i i T i i

i i

p k b d a
= =

= +  +  

)/4( 2/3nn

0d
1d

2d 3d

4d

5d

1k

2k

3k

4k

5k

, 1i j i i j jw a b b a−= + + + +

, , , , 1 1,i j i j i j i m l m j rw p w w p w p− += + +

左子树 右子树

节点ki至kj的查找概率之和

二叉查找树的期望耗费
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最优子结构性质证明

• 二叉搜索树T 的一棵含有顶点xi , ··· , xj和叶顶点 (xi-1 , xi ) , ··· , ( xj , xj+1) 的

子树可以看作是有序集{ xi , ··· , xj }关于全集为 { xi-1 , xj＋1 }的一棵二叉搜

索树（T 自身可以看作是有序集) 。

根据S 的存取分布概率，在子树的顶点处被搜索到的概率是：
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◼设Tij是有序集{xi , ··· , xj}关于存储概率分布为

{ai-1, bi, …, bj, aj }的一棵最优二叉搜索树，其平均路长为pij，Tij的根顶点
存储的元素xm，其左子树Tl和右子树Tr的平均路长分别为pl和pr。由于Tl和
Tr中顶点深度是它们在Tij中的深度减1，所以得到

◼{xi , ··· , xj}的存储概率分布为{ai-1, bi, …, bj, aj }，其中，ah，bk

分别是下面的条件概率：

最优子结构性质

jipwpww

)(pww)(pwpw

r,jmli,mij

r,jmm,mli,mijij

++=

++++=

+−

+−

11

11 11

◼左子树
的搜索概

率

◼右子树
的搜索概

率

xm

Tl Tr
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构造最优二叉搜索树时，可以选择先构造其左右子树，
使其左右子树最优，然后构造整棵树。

最优子结构性质
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递归计算最优值

• 最优二叉搜索树Tij的平均路长为pij，则所求的最优值为p1,n。由二叉树
的代价公式

• 根据最优二叉搜索树问题的最优子结构性质可建立计算pij的递归式如
下

初始时

jipwpww

)(pww)(pwpw

,jk,jki,ki,kij

,jk,jkk,ki,ki,kijij

++=

++++=

++−−

++−−

1111

1111 11
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递归计算最优值

◼记 wi,j pi,j  为m( i, j )
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给出标识符集{1, 2, 3}＝{do, if, stop}存取概率

若 b1=0.5,        b2=0.1,       b3=0.05,

a0=0.15,          a1=0.1,       a2=0.05,      a3=0.05

构造一棵最优二叉搜索树

例
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a0=0.15,  b1=0.5,  a1=0.1, b2=0.1,  a2=0.05,  b3=0.05,  a3=0.05

1

q0 q1

T[1][1]

w[1][1]=0.75

m[1][1]=0.75

2

q1 q2

T[2][2]

w[2][2]=0.25

m[2][2]=0.25

3

q2 q3

T[3][3]

w[3][3]=0.15

m[3][3]=0.15

1

2
q0

q1 q2

1

2

q0 q1

q2

T[1][2] w[1][2]=0.9

m[1][2]=0.9+

m[1][1]+m[3][2]

=1.65

w[1][2]=0.9

m[1][2]=0.9+

m[1][0]+m[2][2]

=1.15

q0

T[1][0]

w[1][0]=0.15

m[1][0]=0

q1

T[2][1]

w[2][1]=0.1

m[2][1]=0

q2

T[3][2]

w[3][2]=0.05

m[3][2]=0

q3

T[4][3]

w[4][3]=0.05

m[4][3]=0
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99

1

q0 q1

T[1][1]

w[1][1]=0.75

m[1][1]=0.75

2

q1 q2

T[2][2]

w[2][2]=0.25

m[2][2]=0.25

3

q2 q3

T[3][3]

w[3][3]=0.15

m[3][3]=0.15

1

2
q0

q1 q2

1

2

q0 q1

q2

T[1][2] w[1][2]=0.9

m[1][2]=0.9+

m[1][1]+m[3][2]

=1.65

w[1][2]=0.9

m[1][2]=0.9+

m[1][0]+m[2][2]

=1.15

2

3
q1

q2 q3

2

3

q1 q2

q3

T[2][3]

w[2][3]=0.35

m[2][3]=0.5 m[2][3]=0.6

a0=0.15,  b1=0.5,  a1=0.1, b2=0.1,  a2=0.05,  b3=0.05,  a3=0.05
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1

q0 q1

T[1][1]

w[1][1]=0.75

m[1][1]=0.75

2

q1 q2

T[2][2]

w[2][2]=0.25

m[2][2]=0.25

3

q2 q3

T[3][3]

w[3][3]=0.15

m[3][3]=0.15

1

2
q0

q1 q2

1

2

q0 q1

q2

T[1][2] w[1][2]=0.9

m[1][2]=0.9+

m[1][1]+m[3][2]

=1.65

w[1][2]=0.9

m[1][2]=0.9+

m[1][0]+m[2][2]

=1.15

2

3
q1

q2 q3

2

3

q1 q2

q3

T[2][3]

w[2][3]=0. 35

m[2][3]=0.5 m[2][3]=0.6

a0=0.15,  b1=0.5,  a1=0.1, b2=0.1,  a2=0.05,  b3=0.05,  a3=0.05
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T[1][2]

m[1][2]=1.15

1

2
q0

q1 q2

2

3
q1

q2 q3

T[2][3]

m[2][3]=0.5

2

3

q2 q3

1

q0

q1
T[1][3]

W[1][3]=1

m[1][3]=1.5

2

3

q2 q3

1

q0 q1

m[1][3]=1.9

2

3

q2

q3
1

q0

q1

m[1][3]=2.15

a0=0.15,  b1=0.5,  a1=0.1, b2=0.1,  a2=0.05,  b3=0.05,  a3=0.05
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a0=0.15,  b1=0.5,  a1=0.1, b2=0.1,  a2=0.05,  b3=0.05,  a3=0.05
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a0=0.15,  b1=0.5,  a1=0.1, b2=0.1,  a2=0.05,  b3=0.05,  a3=0.05
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