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Descriptions of Fluid Flows Continuous Medium Hypothesis

Continuous Medium Hypothesis

连连连续续续介介介质质质假假假设设设

把流体看成无数多的、极小的、可以看成质点的微团连续不断
紧密无隙组成的物质。

流体质点微团的特征体积：“在微观上充分大、在宏观上充分
小”。
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Descriptions of Fluid Flows Continuous Medium Hypothesis

Continuous Medium Hypothesis

流流流体体体微微微团团团必必必须须须具具具备备备的的的两两两个个个条条条件件件

1 微观上足够大，流体微团必须包含足够多的流体分子，分子
的个体行为对宏观特性的影响可以忽略不计。

2 宏观上足够小，流体微团是一个没有空间尺寸的几何点，其
体积无限小。

由下式判断一种流体能否按连续介质假设来研究

𝑙 ≪ 𝑑 ≪ 𝐿 (1)

连连连续续续介介介质质质假假假设设设的的的物物物理理理意意意义义义

1 摆脱了复杂的分子运动，实现了将微观问题转化为宏观问题
来处理。

2 从而可利用数学分析中连续函数这个有力工具来研究流体的
平衡和运动问题。
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Descriptions of Fluid Flows Eulerian Description and Lagrangian Description

Two Ways to Describe Fluid Flows

The Eulerian Description

着眼于空间点，在空间的每一点上描述流体运动随时间的变化。

𝑃 = 𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡).

The Lagrangian Description

着眼于流体质点，描述每个流体质点自始至终的运动，即它的位
置随时间变化。

𝑃 = 𝑃 (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0, 𝑡).

Connection of the Ways

这两种描述是针对同一种流体流动的两种描述方法，只是着眼点
不同，在实质上是等价的。
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Descriptions of Fluid Flows Eulerian Description and Lagrangian Description

Two Ways to Describe Fluid Flows

欧拉参考系和拉格朗日参考系中的自变量

1 在欧拉参考系中，𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 是相互间无函数关系的独立变
量。

2 在拉格朗日参考系中，𝑥, 𝑦, 𝑧不再是独立变量，而是 𝑟0(
𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) 和时间 𝑡 的函数。

𝑥− 𝑥0 = 𝑢(𝑡− 𝑡0)

𝑦 − 𝑦0 = 𝑣(𝑡− 𝑡0)

𝑧 − 𝑧0 = 𝑤(𝑡− 𝑡0)

欧拉法与拉格朗日法描述的转化：

𝑃 = 𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑃 (𝑥(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0, 𝑡), 𝑦(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0, 𝑡), 𝑧(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0, 𝑡), 𝑡)

= 𝑃 (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0, 𝑡).
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Descriptions of Fluid Flows Eulerian Description and Lagrangian Description

The Eulerian Description
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Descriptions of Fluid Flows Eulerian Description and Lagrangian Description

The Lagrangian Description
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Descriptions of Fluid Flows Eulerian Description and Lagrangian Description

The Lagrangian Description

Dongke Sun (SEU, China) Advanced Fluid Mechanics Constitutive Equation 10 / 114



Descriptions of Fluid Flows Eulerian Description and Lagrangian Description

From Eulerian to Lagrangian
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Descriptions of Fluid Flows Eulerian Description and Lagrangian Description

From Eulerian to Lagrangian
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Descriptions of Fluid Flows Eulerian Description and Lagrangian Description

Steady, Unsteady
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Descriptions of Fluid Flows Eulerian Description and Lagrangian Description

Steady, Unsteady
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Descriptions of Fluid Flows Eulerian Description and Lagrangian Description

Homogeneous, Heterogeneous
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Descriptions of Fluid Flows Streamline, Pathline, Streakline, Streamtube

Streamline, Pathline, Streakline

流流流线线线

流场中的一条假想曲线，在时刻𝑡位于该曲线上的所有流体质点的
运动方向都与此曲线相切。 流线的微分方程可表示为

𝑑𝑟 × 𝑢 = 0.

迹迹迹线线线

迹线是流体质点在流场中的运动轨迹。 迹线的微分方程可表示为

𝑑𝑟 = 𝑢𝑑𝑡.

脉脉脉线线线

脉线是相继通过流场同一空间点的流体质点在同一瞬时的连线。
脉线也称为染色线。

染色是一种流场显示技术，用于反映流场结构、流动特点。
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Descriptions of Fluid Flows Streamline, Pathline, Streakline, Streamtube

Streamline, Pathline, Streakline
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Descriptions of Fluid Flows Streamline, Pathline, Streakline, Streamtube

Streamline, Pathline, Streakline
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Descriptions of Fluid Flows Streamline, Pathline, Streakline, Streamtube

Streamline, Pathline, Streakline

流线一般不可相交和不可转折，否则

在相交点有两个速度，但
在特殊的驻点处可以相交。定常流动的流线、迹线与脉线重合。
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Descriptions of Fluid Flows Streamline, Pathline, Streakline, Streamtube

Streamline, Pathline, Streakline

在定常流动中，流线不随时间改变其位置和形状，流线和迹线
重合。

在非定常流动中，由于各空间点上速度随时间变化，流线的形
状和位置是在不停地变化的。
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Descriptions of Fluid Flows Streamline, Pathline, Streakline, Streamtube

Streamline, Pathline, Streakline
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Descriptions of Fluid Flows Streamline, Pathline, Streakline, Streamtube

Streamline, Pathline, Streakline

⇐
脉线微分方程的通
解与迹线微分方程
的通解相同。

⇐
在时刻 𝜏，脉线
过 点(1,1)； 在 时
刻 0也过点(1,1)。

−∞ 6 𝜏 6 𝑡
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Descriptions of Fluid Flows Streamline, Pathline, Streakline, Streamtube
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Descriptions of Fluid Flows Streamline, Pathline, Streakline, Streamtube

Streamtube
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Descriptions of Fluid Flows Streamline, Pathline, Streakline, Streamtube

Streamtube

有有有效效效截截截面面面、、、流流流量量量与与与平平平均均均流流流速速速

1 有效截面：处处与流线相垂
直的流束的截面 𝐴0

2 流量：单位时间内流经某一
规定表面的流体量

𝑄𝒱 =

∫︁
𝐴0

𝑉 · d𝐴

=

∫︁
𝐴0

𝑉𝑛 · d𝐴

3 平均流速：流经有效截面的体积流量除以有效截面积而得到
的商 𝑉 = 𝑄𝒱/𝐴0。
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Descriptions of Fluid Flows Streamline, Pathline, Streakline, Streamtube

Streamtube

湿湿湿周周周、、、水水水力力力半半半径径径与与与当当当量量量直直直径径径

1 湿周: 在有效截面上，流体同固体边界接触部分的周长 𝜒

2 水力半径：有效截面积与湿周之比称为水力半径

𝑅ℎ = 𝐴0/𝜒

R
A

B C

D
A C

B

3 当量直径：水力半径的4倍为当量直径，𝐷𝑒 = 4𝐴0/𝜒
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Descriptions of Fluid Flows Streamline, Pathline, Streakline, Streamtube

Streamtube

急急急变变变流流流、、、缓缓缓变变变流流流

1 急变流: 流线间相互不平行，有夹角的流动

2 缓变流：流线平行或接近平行的流动
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Material Substantial Derivative

Substantial Derivative

欧拉参考系和拉格朗日参考系中的时间导数

1 欧拉参考系
𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)(︂

𝜕𝑢

𝜕𝑡

)︂
𝑥,𝑦,𝑧

⇒ 当地导数或局部导数：某一空间点
上的流体速度随时间的变化。

2 拉格朗日参考系
𝑢 = 𝑢(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0, 𝑡)(︂

𝜕𝑢

𝜕𝑡

)︂
𝑥0,𝑦0,𝑧0

⇒ 流体质点的加速度：流体质点的速
度随时间的变化率。
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Material Substantial Derivative

Substantial Derivative

随体导数，又称：质点导数、物质导数。

流体质点物理量随时间的变化率。(︂
D𝑢

D𝑡

)︂
𝑥,𝑦,𝑧

⇒ 欧拉参考系下某流体质点的速度随时间
变化率。

在 𝑡 时刻 ⇒

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

在 𝑡 + 𝛿𝑡 时刻 ⇒

𝑢(𝑥 + 𝛿𝑥, 𝑦 + 𝛿𝑦, 𝑧 + 𝛿𝑧, 𝑡 + 𝛿𝑡)
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Material Substantial Derivative

Substantial Derivative

流体质点的速度随时间变化率

𝑎 = lim
𝛿𝑡→0

𝑢(𝑥 + 𝛿𝑥, 𝑦 + 𝛿𝑦, 𝑧 + 𝛿𝑧, 𝑡 + 𝛿𝑡) − 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

𝛿𝑡

= lim
𝛿𝑡→0

𝑢(𝑟, 𝑡) +
𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝛿𝑥 +

𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝛿𝑦 +

𝜕𝑢

𝜕𝑧
𝛿𝑧 +

𝜕𝑢

𝜕𝑡
𝛿𝑡− 𝑢(𝑟, 𝑡)

𝛿𝑡

=
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑢

𝜕𝑧

=
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢 · ∇𝑢

=
D𝑢

D𝑡
⇒ 欧拉参考系下流体质点的加速度
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Material Substantial Derivative

Substantial Derivative

1 当地加速度或局部加速度

𝜕𝑢

𝜕𝑡
⇒ 空间点上的流体速度随时间的变化率，
由速度场的非定常性引起。

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 0 ⇔ 速度场定常

2 迁移加速度或对流加速度

𝑢 · ∇𝑢 ⇒ 由流体质点在非均匀速度场中的运动引
起。

𝑢
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑢

𝜕𝑧
= 0 ⇔ 速度场均匀
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Material Substantial Derivative

Substantial Derivative

推广到流体质点的其他物理量 𝜂 随时间变化率

1 当地导数或局部导数

𝜕𝜂

𝜕𝑡
⇒ 空间点上物理量 𝜂 随时间的变化率，由
物理量场的非定常性引起。

2 对流导数或位变导数

𝑢 · ∇𝜂 ⇒ 由流体质点在非均匀物理量场中运动引
起的 𝜂 变化率。

𝜂 均匀分布 ⇒ 𝑢
𝜕𝜂

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝜂

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝜂

𝜕𝑧
= 0
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Material Substantial Derivative

Substantial Derivative

？？
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Material Substantial Derivative

Substantial Derivative
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Material Substantial Derivative

Substantial Derivative · Example
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Material Substantial Derivative
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Material Substantial Derivative
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Material Substantial Derivative

Substantial Derivative · Example
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Reynolds Transport Theorem

Reynolds Transport Theorem

System 系系系统统统

确定流体质点所组成某一集合的总体。

与外界无质
量交换。

空间位置随
流体质点的
运动而运动。

系统的边界形状、空间大小随流体质点的运动而变化。

在拉格朗日参考系中，通常把注意力集中在流动的系统上。
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Reynolds Transport Theorem

The System · Physical Theorems

描述系统（拉格朗日方法）的常用物理定律：

1 质量守恒方程

𝑚sys = const or
d𝑚

d𝑡
= 0

2 动量方程

𝐹 = 𝑚𝑎 = 𝑚
d𝑢

d𝑡
=

d(𝑚𝑢)

d𝑡
3 动量矩方程

𝑇 =
d𝐻

d𝑡
, 𝐻 =

∑︁
(𝑟 × 𝑢)𝛿𝑚

4 能量守恒方程
d𝐸

d𝑡
= 𝑄̇ + 𝑊̇
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Reynolds Transport Theorem

The System · Substantial Derivative

系统物理量体积分的随体导数

D𝑁sys

D𝑡
=

D

D𝑡

∫︁
sys

𝜑d𝜏

𝑁 ⇒ 系统在所占空间包含的
总物理量。

𝜑 ⇒ 单位体积流体物理量的
分布函数。

• 质量及其分布函数

𝑁 = 𝑚 ⇒ 𝜑 = 𝜌

• 动量及其分布函数

𝑁 = 𝑚𝑢 ⇒ 𝜑 = 𝜌𝑢
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Reynolds Transport Theorem

Reynolds Transport Theorem

Control Volume 控控控制制制体体体

流场中的某一确定的空间区域。

与外界有
质量交换。

空间位置
相对于某参照系
不变。

控制体边界形状、所包围的空间大小是确定的。

在欧拉参考系中，通常把注意力集中在通过控制体的流体上。

Dongke Sun (SEU, China) Advanced Fluid Mechanics Constitutive Equation 51 / 114



Reynolds Transport Theorem

Reynolds Transport Theorem

Reynolds Transport Theorem 雷雷雷诺诺诺输输输运运运定定定理理理

用欧拉方法描述系统物理量随时间的变化率，即采用与控
制体相关的量来描述系统该物理量之体积分的随体导数。

初始时刻：
系统与控制体
重合。

经过𝛿𝑡后：
控制体: I+ II
系统: II + III

在数学上，物质导数是微分形式的表达式，雷诺输运定理是积
分形式的表达式。
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Reynolds Transport Theorem

Reynolds Transport Theorem

初始时刻：
系统与控制体
重合。

经过𝛿𝑡后：
控制体: I+ II
系统: II + III

D𝑁sys

D𝑡
= lim

𝛿𝑡→0

𝑁sys(𝑡 + 𝛿𝑡) −𝑁sys(𝑡)

𝛿𝑡

= lim
𝛿𝑡→0

𝑁CV(𝑡 + 𝛿𝑡) −𝑁I(𝑡 + 𝛿𝑡) + 𝑁III(𝑡 + 𝛿𝑡) −𝑁CV(𝑡)

𝛿𝑡

= lim
𝛿𝑡→0

𝑁CV(𝑡 + 𝛿𝑡) −𝑁CV(𝑡)

𝛿𝑡
− lim

𝛿𝑡→0

𝑁I(𝑡 + 𝛿𝑡)

𝛿𝑡

+ lim
𝛿𝑡→0

𝑁III(𝑡 + 𝛿𝑡)

𝛿𝑡
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Reynolds Transport Theorem

Reynolds Transport Theorem

第1项：控制体CV所包含𝑁的
变化率

lim
𝛿𝑡→0

𝑁CV(𝑡 + 𝛿𝑡) −𝑁CV(𝑡)

𝛿𝑡

=
𝜕𝑁CV

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑡

∫︁
CV

𝜑d𝜏

第2项：通过面CSI流入CV所
包含的𝑁。此时，流入的流体体积为：𝛿𝜏 = −𝑢 · 𝑛d𝐴1𝛿𝑡。

− lim
𝛿𝑡→0

𝑁I(𝑡 + 𝛿𝑡)

𝛿𝑡
= − lim

𝛿𝑡→0

1

𝛿𝑡

∫︁
I(𝑡+𝛿𝑡)

𝜑d𝜏

= − lim
𝛿𝑡→0

1

𝛿𝑡

∫︁
CSI

−𝜑𝑢 · 𝑛d𝐴𝛿𝑡 =

∫︁
CSI

𝜑𝑢 · 𝑛d𝐴
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Reynolds Transport Theorem

Reynolds Transport Theorem

第3项：通过面CSIII流出CV所
包含的𝑁。 此时，流出的流
体体积为：𝛿𝜏 = 𝑢 · 𝑛d𝐴3𝛿𝑡。

lim
𝛿𝑡→0

𝑁III(𝑡 + 𝛿𝑡)

𝛿𝑡

= lim
𝛿𝑡→0

1

𝛿𝑡

∫︁
III(𝑡+𝛿𝑡)

𝜑𝑑𝜏

⇒ lim
𝛿𝑡→0

𝑁III(𝑡 + 𝛿𝑡)

𝛿𝑡
= lim

𝛿𝑡→0

1

𝛿𝑡

∫︁
CSIII

𝜑𝑢 · 𝑛d𝐴𝛿𝑡 =

∫︁
CSIII

𝜑𝑢 · 𝑛d𝐴

⇒ D𝑁sys

D𝑡
=

𝜕

𝜕𝑡

∫︁
CV

𝜑d𝜏 +

∫︁
CSI

𝜑𝑢 · 𝑛d𝐴 +

∫︁
CSIII

𝜑𝑢 · 𝑛d𝐴
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Reynolds Transport Theorem

Reynolds Transport Theorem

Reynolds Transport Theorem

D𝑁sys

D𝑡
=

D

D𝑡

∫︁
𝜏

𝜑d𝜏 =
𝜕

𝜕𝑡

∫︁
𝜏

𝜑d𝜏 +

∫︁
𝐴

𝜑𝑢 · 𝑛d𝐴

•
D𝑁sys

D𝑡
⇒ 系统的物理量𝑁随时间的变化率。

•
∫︁
𝜏

𝜕𝜑

𝜕𝑡
d𝜏 ⇒ 控制体的物理量𝑁随时间的变化率。

它反应了流场的非定常性。

•
∫︁
𝐴

𝜑𝑢 · 𝑛d𝐴 ⇒
物理量𝑁流出控制体的净流率。
它反应了流场的不均匀性。
系统的位置和体积均随时间发生变化。
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Reynolds Transport Theorem

Reynolds Transport Theorem

Reynolds Transport Theorem

D

D𝑡

∫︁
𝜏

𝜑d𝜏 =
𝜕

𝜕𝑡

∫︁
𝜏

𝜑d𝜏 +

∫︁
𝐴

𝜑𝑢 ·𝑛d𝐴 =

∫︁
𝜏

𝜕𝜑

𝜕𝑡
d𝜏 +

∫︁
𝐴

𝜑𝑢 ·𝑛d𝐴

通过高斯定理 Gauss’ Flux Theorem∫︁
𝐴

𝜑𝑢 · 𝑛d𝐴 =

∫︁
𝜏

[∇ · (𝜑𝑢)] d𝜏

将面积分转化为体积分

⇒ D

D𝑡

∫︁
𝜏

𝜑d𝜏 =

∫︁
𝜏

[︂
𝜕𝜑

𝜕𝑡
+ ∇ · (𝜑𝑢)

]︂
d𝜏 =

∫︁
𝜏

[︂
𝜕𝜑

𝜕𝑡
+

𝜕(𝜑𝑢𝑘)

𝜕𝑥𝑘

]︂
d𝜏
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Reynolds Transport Theorem

Reynolds Transport Theorem - Sample
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Reynolds Transport Theorem

Reynolds Transport Theorem - Sample

Dongke Sun (SEU, China) Advanced Fluid Mechanics Constitutive Equation 58 / 114



Reynolds Transport Theorem

Reynolds Transport Theorem - Sample
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Reynolds Transport Theorem

Reynolds Transport Theorem - Sample
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Reynolds Transport Theorem

Reynolds Transport Theorem - Sample
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Helmholtz Velocity Decomposing Theorem

Outline

1 Descriptions of Fluid Flows
Continuous Medium Hypothesis
Eulerian Description and Lagrangian Description
Streamline, Pathline, Streakline, Streamtube

2 Material Substantial Derivative
3 Reynolds Transport Theorem
4 Helmholtz Velocity Decomposing Theorem

Expressions of Strain Rate and Rotation Rate Tensor
Physical Meanings of Strain Rate and Rotation Rate Tensors
Description of Fluid Flows with Vorticity

5 Patterns and classification of Fluid Flows
6 Constitutive Equation

Stress Tensor
Constitutive Equation
Viscosity Coefficients
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Helmholtz Velocity Decomposing Theorem Expressions of Strain Rate and Rotation Rate Tensor

Helmholtz Decomposition

Helmholtz速
度分解定理

⇒ 流体微团的运动可分解为平
动、转动、变形三部分之和。
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Helmholtz Velocity Decomposing Theorem Expressions of Strain Rate and Rotation Rate Tensor

Velocity Decomposition

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧)处的速度 𝑢

𝑀 ′(𝑥 + 𝛿𝑥, 𝑦 + 𝛿𝑦, 𝑧 + 𝛿𝑧)
处的速度 𝑢 + 𝛿𝑢

𝑢𝑀 ′ = 𝑢𝑀 + 𝛿𝑢

由Taylor级数展开并略去高阶项

⇒ 𝛿𝑢 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝛿𝑥+

𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝛿𝑦+

𝜕𝑢

𝜕𝑧
𝛿𝑧

⇒ 𝛿𝑣 =
𝜕𝑣

𝜕𝑥
𝛿𝑥+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
𝛿𝑦+

𝜕𝑣

𝜕𝑧
𝛿𝑧

⇒ 𝛿𝑤 =
𝜕𝑤

𝜕𝑥
𝛿𝑥+

𝜕𝑤

𝜕𝑦
𝛿𝑦+

𝜕𝑤

𝜕𝑧
𝛿𝑧
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Helmholtz Velocity Decomposing Theorem Expressions of Strain Rate and Rotation Rate Tensor

Velocity Decomposition

在 𝑥 方向：𝛿𝑢 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝛿𝑥 +

𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝛿𝑦 +

𝜕𝑢

𝜕𝑧
𝛿𝑧 分别±1

2

𝜕𝑣

𝜕𝑥
𝛿𝑦, ±1

2

𝜕𝑤

𝜕𝑥
𝛿𝑧

⇒ 𝛿𝑢 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝛿𝑥 +

1

2

(︂
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢

𝜕𝑦

)︂
𝛿𝑦 +

1

2

(︂
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢

𝜕𝑧

)︂
𝛿𝑧

+
1

2

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑧
− 𝜕𝑤

𝜕𝑥

)︂
𝛿𝑧 − 1

2

(︂
𝜕𝑣

𝜕𝑥
− 𝜕𝑢

𝜕𝑦

)︂
𝛿𝑦

令（应变率张量的分量）

𝑠𝑥𝑥 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
, 𝑠𝑥𝑦 =

1

2

(︂
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢

𝜕𝑦

)︂
, 𝑠𝑥𝑧 =

1

2

(︂
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢

𝜕𝑧

)︂
.

同时，令（旋转角速度）

𝜔𝑦 =
1

2

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑧
− 𝜕𝑤

𝜕𝑥

)︂
, 𝜔𝑧 =

1

2

(︂
𝜕𝑣

𝜕𝑥
− 𝜕𝑢

𝜕𝑦

)︂
.
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Helmholtz Velocity Decomposing Theorem Expressions of Strain Rate and Rotation Rate Tensor

Velocity Decomposition

⇒ 𝛿𝑢 = 𝑠𝑥𝑥𝛿𝑥 + 𝑠𝑥𝑦𝛿𝑦 + 𝑠𝑥𝑧𝛿𝑧 + 𝜔𝑦𝛿𝑧 − 𝜔𝑧𝛿𝑦

同理，对于 𝑦, 𝑧 方向的速度分量，有

⇒ 𝛿𝑣 = 𝑠𝑥𝑦𝛿𝑥 + 𝑠𝑦𝑦𝛿𝑦 + 𝑠𝑦𝑧𝛿𝑧 + 𝜔𝑧𝛿𝑥− 𝜔𝑥𝛿𝑧

⇒ 𝛿𝑤 = 𝑠𝑥𝑧𝛿𝑥 + 𝑠𝑦𝑧𝛿𝑦 + 𝑠𝑧𝑧𝛿𝑧 + 𝜔𝑥𝛿𝑦 − 𝜔𝑦𝛿𝑥

其中（应变率张量的分量）

𝑠𝑦𝑦 =
𝜕𝑣

𝜕𝑦
, 𝑠𝑧𝑧 =

𝜕𝑤

𝜕𝑧
, 𝑠𝑦𝑧 =

1

2

(︂
𝜕𝑤

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑧

)︂
.

及（旋转角速度）

𝜔𝑥 =
1

2

(︂
𝜕𝑤

𝜕𝑦
− 𝜕𝑣

𝜕𝑧

)︂
.
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Helmholtz Velocity Decomposing Theorem Expressions of Strain Rate and Rotation Rate Tensor

Velocity Decomposition

流体微团的运动可分解为平动、转动、变形（线变形和角变
形）三部分之和。

1 平动速度 ⇒ 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

2 线变形率 ⇒ 𝛾̇𝑥𝑥 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
, 𝛾̇𝑦𝑦 =

𝜕𝑣

𝜕𝑦
, 𝛾̇𝑧𝑧 =

𝜕𝑤

𝜕𝑧

3 角变形率 ⇓

𝛾̇𝑥𝑦 =
1

2

(︂
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢

𝜕𝑦

)︂
, 𝛾̇𝑥𝑧 =

1

2

(︂
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢

𝜕𝑧

)︂
, 𝛾̇𝑦𝑧 =

1

2

(︂
𝜕𝑤

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑧

)︂
.

4 旋转角速度 ⇓

𝜔𝑥 =
1

2

(︂
𝜕𝑤

𝜕𝑦
− 𝜕𝑣

𝜕𝑧

)︂
, 𝜔𝑦 =

1

2

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑧
− 𝜕𝑤

𝜕𝑥

)︂
, 𝜔𝑧 =

1

2

(︂
𝜕𝑣

𝜕𝑥
− 𝜕𝑢

𝜕𝑦

)︂
.

Dongke Sun (SEU, China) Advanced Fluid Mechanics Constitutive Equation 67 / 114



Helmholtz Velocity Decomposing Theorem Expressions of Strain Rate and Rotation Rate Tensor

Velocity Decomposition

流体微团的运动可分解为平动、转动、变形（线变形和角变
形）三部分之和。写成矩阵形式：

应变率张量 旋转率张量
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Helmholtz Velocity Decomposing Theorem Expressions of Strain Rate and Rotation Rate Tensor

Velocity Decomposition

流体微团的运动可分解为平动、转动、变形（线变形和角变
形）三部分之和。写成矩阵形式：

应变率张量 旋转率张量
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Helmholtz Velocity Decomposing Theorem Physical Meanings of Strain Rate and Rotation Rate Tensors

Linear Deformation

线变形：体积发生变化

𝑥 方向的相对变形率 ⇒ 𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝑦, 𝑧 方向的相对变形率 ⇒ 𝜕𝑣

𝜕𝑦
,
𝜕𝑤

𝜕𝑧
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Helmholtz Velocity Decomposing Theorem Physical Meanings of Strain Rate and Rotation Rate Tensors

Linear Deformation

线变形引起的相对体积总膨胀率

不可压缩流体 ⇒ ∇ · 𝑢 = 0 速度散度为零
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Helmholtz Velocity Decomposing Theorem Physical Meanings of Strain Rate and Rotation Rate Tensors

流体微团运动的几何关系

g
g

g0
g0
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Helmholtz Velocity Decomposing Theorem Physical Meanings of Strain Rate and Rotation Rate Tensors

流体微团运动的几何关系

d𝛼 = lim
d𝑡→0

(︃
tan−1

𝜕𝑣
𝜕𝑥

d𝑥d𝑡

d𝑥 + 𝜕𝑢
𝜕𝑥

d𝑥d𝑡

)︃
=

𝜕𝑣

𝜕𝑥
d𝑡

d𝛽 = lim
d𝑡→0

(︃
tan−1

𝜕𝑢
𝜕𝑦

d𝑦d𝑡

𝑑𝑦 + 𝜕𝑣
𝜕𝑦

d𝑦d𝑡

)︃
=

𝜕𝑢

𝜕𝑦
d𝑡

⇒

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
d𝛼 =

𝜕𝑣

𝜕𝑥
d𝑡

d𝛽 =
𝜕𝑢

𝜕𝑦
d𝑡

线段BD的变形角度

𝛿𝛾 =
1

2
|2(𝛾 − 𝛾0)| =

1

2
(d𝛼 + d𝛽)

角变形, 剪应变率 Shear strain rate

𝑆𝑥𝑦 =
1

2

(︂
d𝛼

d𝑡
+

d𝛽

d𝑡

)︂
=

1

2

(︂
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢

𝜕𝑦

)︂
g

g

g0
g0
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Helmholtz Velocity Decomposing Theorem Physical Meanings of Strain Rate and Rotation Rate Tensors

Angular Deformation

𝛾̇ = lim
𝛿𝑡→0

𝛿𝛾

𝛿𝑡
= lim

𝛿𝛼 + 𝛿𝛽

2𝛿𝑡
.

1

2

(︂
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢

𝜕𝑦

)︂
= 𝑆𝑥𝑦 = 𝑆𝑦𝑥

𝑆𝑥𝑧 = 𝑆𝑧𝑥 =
1

2

(︂
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢

𝜕𝑧

)︂
, 𝑆𝑦𝑧 = 𝑆𝑧𝑦 =

1

2

(︂
𝜕𝑤

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑧

)︂
.
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Helmholtz Velocity Decomposing Theorem Physical Meanings of Strain Rate and Rotation Rate Tensors

流体微团运动的几何关系

d𝛼 = lim
d𝑡→0

(︃
tan−1

𝜕𝑣
𝜕𝑥

d𝑥d𝑡

d𝑥 + 𝜕𝑢
𝜕𝑥

d𝑥d𝑡

)︃
=

𝜕𝑣

𝜕𝑥
d𝑡

d𝛽 = lim
d𝑡→0

(︃
tan−1

𝜕𝑢
𝜕𝑦

d𝑦d𝑡

𝑑𝑦 + 𝜕𝑣
𝜕𝑦

d𝑦d𝑡

)︃
=

𝜕𝑢

𝜕𝑦
d𝑡

⇒

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
d𝛼 =

𝜕𝑣

𝜕𝑥
d𝑡

d𝛽 =
𝜕𝑢

𝜕𝑦
d𝑡

对角线BD的旋转

dΩ𝑧 = 𝛾 + d𝛼− 𝛾0

2𝛾 + d𝛼 + d𝛽 = 2𝛾0

⇒ dΩ𝑧 =
1

2
(d𝛼− d𝛽)

⇒ 𝜔𝑧 =
dΩ𝑧

d𝑡
=

1

2

(︂
𝜕𝑣

𝜕𝑥
− 𝜕𝑢

𝜕𝑦

)︂
g

g

g0
g0
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Helmholtz Velocity Decomposing Theorem Physical Meanings of Strain Rate and Rotation Rate Tensors

Rotation and Vorticity

旋转：存在交叉导数
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Helmholtz Velocity Decomposing Theorem Physical Meanings of Strain Rate and Rotation Rate Tensors

Rotation and Vorticity

规定：相互垂直的流体线OA和OB的角速度𝜔OA和𝜔OB的平均
值为流体微团绕𝑧轴的旋转角速度，逆时针方向为正。

𝜔𝑧 =
1

2

(︂
𝜕𝑣

𝜕𝑥
− 𝜕𝑢

𝜕𝑦

)︂
那么，流体微团绕𝑥, 𝑧轴的旋转角速度为

𝜔𝑥 =
1

2

(︂
𝜕𝑤

𝜕𝑦
− 𝜕𝑣

𝜕𝑧

)︂
, 𝜔𝑦 =

1

2

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑧
− 𝜕𝑤

𝜕𝑥

)︂

涡量 ⇒
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Helmholtz Velocity Decomposing Theorem Physical Meanings of Strain Rate and Rotation Rate Tensors

Rotation and Vorticity

规定：相互垂直的流体线OA和OB的角速度𝜔OA和𝜔OB的平均
值为流体微团绕𝑧轴的旋转角速度，逆时针方向为正。

𝜔𝑧 =
1

2

(︂
𝜕𝑣

𝜕𝑥
− 𝜕𝑢

𝜕𝑦

)︂
那么，流体微团绕𝑥, 𝑧轴的旋转角速度为

𝜔𝑥 =
1

2

(︂
𝜕𝑤

𝜕𝑦
− 𝜕𝑣

𝜕𝑧

)︂
, 𝜔𝑦 =

1

2

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑧
− 𝜕𝑤

𝜕𝑥

)︂
无旋流动 ⇒ 𝜔 = 0

流体微团是否旋转?
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有旋流动的判别

例例例: 圆管中的层流流动, 当取管轴线与 𝑥 轴重合时, 其流速特
性为

𝑢 = 𝑢0 − 𝑘
(︀
𝑦2 + 𝑧2

)︀
, 𝑣 = 0, 𝑤 = 0

其中 𝑢0 为管中心速度, 𝑘 为常数. 试判别该流动是有旋流动还
是无旋流动.

解解解:
𝜔𝑥 =

1

2

(︂
𝜕𝑤

𝜕𝑦
− 𝜕𝑣

𝜕𝑧

)︂
=

1

2
× (0 − 0) = 0

𝜔𝑦 =
1

2

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑧
− 𝜕𝑤

𝜕𝑥

)︂
=

1

2
(−2𝑘𝑧 − 0) = −𝑘𝑧

𝜔𝑧 =
1

2

(︂
𝜕𝑣

𝜕𝑥
− 𝜕𝑢

𝜕𝑦

)︂
=

1

2
(0 + 2𝑘𝑦) = 𝑘𝑦

所以该圆管中的层流流动是有旋流动.
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涡线、涡管、涡束、涡通量

1 涡线：一条曲线，在给定瞬
时，这条曲线上每一点的切
线与位于该点的流体微团的
角速度的方向相重合。

2 涡管：在给定瞬时，在涡量
场中任取一不是涡线的封闭
曲线，通过封闭曲线上每一
点作涡线，这些涡线形成一
个管状表面。

3 涡束：涡管中充满着作旋转
运动的流体。

1ω

2ω

3ω

4ω

涡线的微分方程

d𝑥

𝜔𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

=
d𝑦

𝜔𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

=
d𝑧

𝜔𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)
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Helmholtz Velocity Decomposing Theorem Description of Fluid Flows with Vorticity

涡通量与速度环量

4 涡通量：旋转角速度的值与垂直于角速度方向的微元涡管横
截面积的乘积的两倍。

d𝐽 = 2𝜔d𝐴, 𝐽 = 2

∫︁
𝐴0

𝜔𝑛d𝐴

5 速度环量：流体运动速度绕流体微团的线积分，Γ。

Γ ≡
∮︁
𝐿

𝑉 cos(𝑉 ,̂𝜏)d𝑙 =

∮︁
𝐿

𝑉𝑙d𝑙

cos(𝑉 ,̂𝜏) =
𝑢

𝑉

d𝑥

d𝑙
+

𝑣

𝑉

d𝑦

d𝑙
+

𝑤

𝑉

d𝑧

d𝑙

⇒ Γ =

∮︁
𝐿

𝑢d𝑥 + 𝑣d𝑦 + 𝑤d𝑧
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Velocity Decomposition · Example
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Helmholtz Velocity Decomposing Theorem Description of Fluid Flows with Vorticity

Velocity Decomposition · Example

3
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Helmholtz Velocity Decomposing Theorem Description of Fluid Flows with Vorticity

Velocity Decomposition · Example

5

4
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Helmholtz Velocity Decomposing Theorem Description of Fluid Flows with Vorticity

Velocity Decomposition · Example

⇒ 一个平面剪切运动可分解为 一个剪切变形运动
和一个旋转运动。
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Patterns and classification of Fluid Flows

Outline

1 Descriptions of Fluid Flows
Continuous Medium Hypothesis
Eulerian Description and Lagrangian Description
Streamline, Pathline, Streakline, Streamtube

2 Material Substantial Derivative
3 Reynolds Transport Theorem
4 Helmholtz Velocity Decomposing Theorem

Expressions of Strain Rate and Rotation Rate Tensor
Physical Meanings of Strain Rate and Rotation Rate Tensors
Description of Fluid Flows with Vorticity

5 Patterns and classification of Fluid Flows
6 Constitutive Equation

Stress Tensor
Constitutive Equation
Viscosity Coefficients

Dongke Sun (SEU, China) Advanced Fluid Mechanics Constitutive Equation 84 / 114



Patterns and classification of Fluid Flows

黏性流体的流动形态

雷雷雷诺诺诺实实实验验验：实验现象

1 层流：整个流场呈一簇互相平行的流线。着色流束为一条明
晰细小的直线。

2 过渡状态：流体质点的运动处于不稳定状态。着色流束开始
振荡。

层流 过渡状态 紊流

3 湍流：流体质点作复杂的无规则的运动。着色流束与周围流
体相混，颜色扩散至整个玻璃管。
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Patterns and classification of Fluid Flows

黏性流体的流动形态

雷雷雷诺诺诺实实实验验验：实验现象
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Patterns and classification of Fluid Flows

黏性流体的流动形态

雷雷雷诺诺诺准准准则则则：两种流动状态的判定

1 实验发现

𝑣 < 𝑣𝑐𝑟 流动较稳定

𝑣 > 𝑣𝑐𝑟 流动不稳定

2 临界流速

𝑣𝑐𝑟 下临界流速

𝑣′𝑐𝑟 上临界流速

层流： 𝑣 < 𝑣𝑐𝑟

不稳定流： 𝑣𝑐𝑟 < 𝑣 < 𝑣′𝑐𝑟
紊流： 𝑣 > 𝑣′𝑐𝑟
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Patterns and classification of Fluid Flows

黏性流体的流动形态

雷雷雷诺诺诺准准准则则则：两种流动状态的判定

3 临界雷诺数

雷诺数 Re =
𝜌𝑣𝑑

𝜇
=

𝑣𝑑

𝜈

𝑅𝑒𝑐𝑟 = 2320 下临界雷诺数

𝑅𝑒′𝑐𝑟 = 13800 上临界雷诺数

层流： 𝑅𝑒 < 𝑅𝑒𝑐𝑟

不稳定流： 𝑅𝑒𝑐𝑟 < 𝑅𝑒 < 𝑅𝑒′𝑐𝑟
紊 流： 𝑅𝑒 > 𝑅𝑒′𝑐𝑟

工程上常用的圆管临界雷诺数

𝑅𝑒𝑐𝑟 = 2000
层流： 𝑅𝑒 < 2000

湍流： 𝑅𝑒 > 2000
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Patterns and classification of Fluid Flows

黏性流体的流动形态

时均速度 𝑢(𝑡) =
1

∆𝑡

∫︁ Δ𝑡

0

𝑢𝑖(𝑡)d𝑡, 瞬时速度 𝑢𝑖 = 𝑢 + 𝑢′

tt∆

xuiu

u′

o

u

Dongke Sun (SEU, China) Advanced Fluid Mechanics Constitutive Equation 89 / 114



Patterns and classification of Fluid Flows

流体流动的分类

1 定常流动：流动参
量不随时间变化的
流动

流场内的速度、压
强、密度等参量只
是坐标的函数，而
与时间无关。

2 非定常流动：流动
参量随时间变化的
流动

流场内的速度、压
强、密度等参量不
仅是坐标的函数，
且与时间有关。
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Constitutive Equation

Outline

1 Descriptions of Fluid Flows
Continuous Medium Hypothesis
Eulerian Description and Lagrangian Description
Streamline, Pathline, Streakline, Streamtube

2 Material Substantial Derivative
3 Reynolds Transport Theorem
4 Helmholtz Velocity Decomposing Theorem

Expressions of Strain Rate and Rotation Rate Tensor
Physical Meanings of Strain Rate and Rotation Rate Tensors
Description of Fluid Flows with Vorticity

5 Patterns and classification of Fluid Flows
6 Constitutive Equation

Stress Tensor
Constitutive Equation
Viscosity Coefficients
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Constitutive Equation Stress Tensor

Stress Tensor · Stress Vector
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Constitutive Equation Stress Tensor

Stress Tensor · Stress Vector
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Constitutive Equation Stress Tensor

Stress Tensor · Stress Vector
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Constitutive Equation Stress Tensor

Stress Tensor · d’Alembert Principle
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Constitutive Equation Stress Tensor

Stress Tensor · d’Alembert Principle

达朗贝尔原理，与牛顿第二定律相似，但其发展在于可以把
动力学问题转化为静力学问题处理，还可以用平面静力的方法分
析刚体的平面运动，这一原理使一些力学问题的分析简单化，而
且为分析力学的创立打下了基础。
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Constitutive Equation Stress Tensor

Stress Tensor · d’Alembert Principle

一一一点点点的的的应应应力力力状状状态态态可可可由由由过过过空空空间间间一一一点点点的的的三三三个个个相相相互互互垂垂垂直直直平平平面面面上上上的的的应应应
力力力矢矢矢量量量描描描述述述

Dongke Sun (SEU, China) Advanced Fluid Mechanics Constitutive Equation 97 / 114



Constitutive Equation Stress Tensor

Stress Tensor · Elements
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Constitutive Equation Stress Tensor

Stress Tensor · Elements

Dongke Sun (SEU, China) Advanced Fluid Mechanics Constitutive Equation 99 / 114



Constitutive Equation Stress Tensor

Stress Tensor · Elements
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Constitutive Equation Stress Tensor

Stress Tensor · Elements
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Constitutive Equation Stress Tensor

Stress Tensor · Elements
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Constitutive Equation Constitutive Equation

Constitutive Equation

牛牛牛顿顿顿流流流体体体的本构方程 Constitutive Equation

描述牛顿流体应力与应变率之间关系的方程。

斯斯斯托托托克克克斯斯斯假假假设设设 Stokes’ Hypothesis

1 “线性函数”假设：

应力张量是应变率张量的线性函数。

2 “各向同性”假设：

流体各向同性，其性质与方向无关。

3 “零应变率”假设：

流体静止时的应变率为零，其应力就是静压强。
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Constitutive Equation Constitutive Equation

Constitutive Equation

根据“线性函数”假设，应力张量可写为

Σ = 𝑎𝑆 + 𝑏𝐼

由牛顿内摩擦定理, Newton’s Law of Viscosity: 𝜏 = 𝜇
d𝑢

d𝑦
(1-side)

⇒ 𝜎𝑥𝑦 = 𝜇

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥

)︂
= 𝜇 · 2𝑠12, and 𝜎𝑥𝑦 = 𝑎𝑠12 ⇒ 𝑎 = 2𝜇.
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Constitutive Equation Constitutive Equation

Constitutive Equation
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Constitutive Equation Constitutive Equation

Constitutive Equation

牛顿流体应力张量与应变率张量之间的关系（Stokes假定）

• 偏应力张量𝜏𝑖𝑗各分量是局部速度梯度张量𝜕𝑢𝑖/𝜕𝑥𝑗 各分量的
线性齐次函数。

𝜏𝑖𝑗 = 𝛼𝑖𝑗𝑘𝑙
𝜕𝑢𝑘

𝜕𝑥𝑙

• 流体的物理性质与方向无关且不依赖于坐标系的选择和变
换。

𝛼𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝜆𝛿𝑖𝑗𝛿𝑢 + 𝜇𝛿𝑧𝛿𝑗𝑙 + 𝜇′𝛿𝑧𝛿𝑗𝑘

• 运动流体的应力张量在运动停止后应趋于静止流体的应力张
量。

𝜎𝑖𝑗 = −𝑝𝛿𝑖𝑗 + 𝜏𝑖𝑗 = −𝑝𝛿𝑖𝑗 + 𝜆𝛿𝑖𝑗𝑠𝑘𝑘 + 2𝜇𝑠𝑖𝑗

根据假设2、3（”各向同性”假设、”零应变率”假设）可得

Σ = −𝑝𝐼 for static fluids F
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Constitutive Equation Constitutive Equation

Constitutive Equation

定义一点的平均法向应力如下

𝑝 = −1

3
𝜎𝑖𝑖 = −1

3
(𝜎𝑥𝑥 + 𝜎𝑦𝑦 + 𝜎𝑧𝑧) ,−𝑝 =

1

3
(𝜎𝑥𝑥 + 𝜎𝑦𝑦 + 𝜎𝑧𝑧) ,

一般情况下，𝑝 ̸= 𝑝。两者之差为与由流动引起的应力项相关：

−𝑝 =
1

3
[(−𝑝+ 𝜆𝑠𝑘𝑘 + 2𝜇𝑠𝑥𝑥) + (−𝑝+ 𝜆𝑠𝑘𝑘 + 2𝜇𝑠𝑦𝑦) + (−𝑝+ 𝜆𝑠𝑘𝑘 + 2𝜇𝑠𝑧𝑧)]

=− 𝑝+ 𝜆𝑠𝑘𝑘 +
2

3
𝜇𝑠𝑘𝑘 = −𝑝+

(︂
𝜆+

2

3
𝜇

)︂
𝑠𝑘𝑘 ⇒ 𝑝− 𝑝 = 𝐾𝑠𝑘𝑘

即平均法向应力与𝑝之差正比于速度矢量的散度𝑠𝑘𝑘，.也可表示为

1

3
(𝜎𝑥𝑥 + 𝜎𝑦𝑦 + 𝜎𝑧𝑧) = −𝑝 + 𝐾∇ · 𝑢⃗ (2)

其比例系数成为体积黏性系数

𝐾 = 𝜆 +
2

3
𝜇
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Constitutive Equation Constitutive Equation

Constitutive Equation

把

1

3
(𝜎𝑥𝑥 + 𝜎𝑦𝑦 + 𝜎𝑧𝑧) = −𝑝 + 𝐾∇ · 𝑢⃗

代入

Σ = 2𝜇𝑆 +

[︂
1

3
(𝜎𝑥𝑥 + 𝜎𝑦𝑦 + 𝜎𝑧𝑧) −

2

3
𝜇∇ · 𝑢⃗

]︂
𝐼

可得

Σ = [−𝑝 + 𝜆∇ · 𝑢⃗] 𝐼 + 2𝜇𝑆, 𝜆 = 𝐾 − 2

3
𝜇 (3)

也可写成

𝜎𝑖𝑗 = −𝑝𝛿𝑖𝑗 + 𝜆𝛿𝑖𝑗
𝜕𝑢𝑘

𝜕𝑥𝑘

+ 𝜇

(︂
𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑖

)︂
(4)

Dongke Sun (SEU, China) Advanced Fluid Mechanics Constitutive Equation 108 / 114



Constitutive Equation Constitutive Equation

Constitutive Equation
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Constitutive Equation Viscosity Coefficients

Viscosity Coefficient
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Constitutive Equation Viscosity Coefficients

Viscosity Coefficient
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Constitutive Equation Viscosity Coefficients

Viscosity Coefficient
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