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流流流体体体流流流动动动的的的连连连续续续性性性方方方程程程

流体流动的连续性方程

质质质量量量守守守恒恒恒定定定律律律

若在某一定时间内，流出的流体质量和流入的流体质
量不相等时，则这封闭曲面内一定会有流体密度的变化，
以便使流体仍然充满整个封闭曲面内的空间。

Mass Conservation

1 如果流体是不可压缩的，则流出的流体质量必然等于流入的流体
质量。

2 在管路和明渠等流体力学计算中，质量守恒定律得到极为广泛的
应用。
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流流流体体体流流流动动动的的的连连连续续续性性性方方方程程程

流体流动的连续性方程

流流流体体体运运运动动动的的的连连连续续续性性性条条条件件件

流体连续地充满所占据的空间，当流体流动时在其内部不形成空隙，这就是流体
运动的连续性条件。

本质：质量守恒定律

由雷诺输运定理
d𝐵

d𝑡
=

𝜕

𝜕𝑡

ˆ
𝐶𝑉

𝛽𝜌d𝑉 +

ˆ
𝐶𝑆

𝛽𝜌𝑣𝑛d𝐴

及单位质量 (“密度”) 𝛽 = 1

系统的质量 (“质量”) 𝐵 =

ˆ
𝑉

𝜌d𝑉 = 𝑚
d𝑚
d𝑡

=0
====⇒ 𝜕

𝜕𝑡

ˆ
𝐶𝑉

𝜌d𝑉 +

ˆ
𝐶𝑆

𝜌𝑣𝑛d𝐴 = 0

这就是连续性方程

连连连续续续性性性方方方程程程的的的物物物理理理意意意义义义

单位时间内控制体内流体质量的增量，等于通过控制体表面的质量的净通量。
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流体流动的连续性方程

连连连续续续方方方程程程的的的其其其它它它形形形式式式
𝜕

𝜕𝑡

ˆ
𝐶𝑉

𝜌d𝑉 +

ˆ
𝐶𝑆

𝜌𝑣𝑛d𝐴 = 0

定定定常常常流流流动动动 ⇒
ˆ
𝐶𝑆

𝜌𝑣𝑛𝑑𝐴 = 0
在定常流动条件
下，通过控制面的
流体质量等于零

一一一维维维定定定常常常流流流 ⇒

ˆ
𝐴1

𝜌𝑣𝑛1𝑑𝐴 =

ˆ
𝐴2

𝜌𝑣𝑛2𝑑𝐴

𝜌𝑣1𝑎𝐴1 = 𝜌𝑣2𝑎𝐴2 =常数

在定常流动条件
下，通过流管的任
意有效截面的质量
流量是常量

不不不可可可压压压缩缩缩一一一维维维定定定常常常流流流 ⇒ 𝑣𝑎𝐴 = 常数

在定常流动条件
下，通过流管的任
意有效截面的体积
流量是常量
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理想流体的能量方程

能能能量量量守守守恒恒恒定定定律律律

流体系统中能量随时间的变化率等于作用于控制体上
的表面力、系统内流体受到的质量力对系统内流体所作的
功和外界与系统交换的热量之和。(︂

d𝐸

d𝑡

)︂
system

= 𝑄̇+ 𝑊̇

能量 𝐸 与系统的热力学状态相关，是空间和时间的函数。

Energy Conservation
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理想流体的能量方程

根据雷诺输运定理
d𝐵

d𝑡
=

𝜕

𝜕𝑡

ˆ
𝐶𝑉

𝛽𝜌d𝑉 +

ˆ
𝐶𝑆

𝛽𝜌𝑣𝑛d𝐴

将

单位质量流体能量（内能+动能）𝛽 = 𝑒+
𝑣2

2
与流体能量 𝐵 =

ˆ
𝐶𝑉

𝜌

(︂
𝑒+

𝑣2

2

)︂
d𝑉

代入雷诺输运定理，可得

d𝐵

d𝑡
=

𝜕

𝜕𝑡

ˆ
𝐶𝑉

𝜌

(︂
𝑒+

𝑣2

2

)︂
d𝑉 +

ˆ
𝐶𝑆

𝜌𝑣𝑛

(︂
𝑒+

𝑣2

2

)︂
d𝐴

这里，系统的总能 𝐸 即为上式中的 𝐵。接下来，我们应用能量守恒定律(︂
d𝐸

d𝑡

)︂
system

= 𝑄̇+ 𝑊̇
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理想流体的能量方程

对于流体系统，单位时间质量力 𝑓 和表面力 𝜎⃗𝑠 做功之和为

ˆ
𝑉

𝜌𝑓 · 𝑣⃗d𝑉 +

ˆ
𝐴

𝜎⃗𝑠 · 𝑣⃗d𝐴

单位时间外界与系统交换的热量记为 𝑄̇，那么（根据能量守恒定理）

d𝐸

d𝑡
=

𝜕

𝜕𝑡

ˆ
𝐶𝑉

𝜌

(︂
𝑒+

𝑣2

2

)︂
d𝑉 +

ˆ
𝐶𝑆

𝜌𝑣𝑛

(︂
𝑒+

𝑣2

2

)︂
d𝐴

=

ˆ
𝐶𝑉

𝜌𝑓 · 𝑣⃗d𝑉 +

ˆ
𝐶𝑆

𝜎⃗𝑠 · 𝑣⃗d𝐴+ 𝑄̇

定常流动

ˆ
𝐶𝑆

𝜌𝑣𝑛

(︂
𝑒+

𝑣2

2

)︂
d𝐴 =

ˆ
𝐶𝑉

𝜌𝑓 · 𝑣⃗d𝑉 +

ˆ
𝐶𝑆

𝜎⃗𝑠 · 𝑣⃗d𝐴+ 𝑄̇

能量方程的物理本质：能量守恒定理。
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理想流体的能量方程――一维流动的能量方程

当不考虑系统与外界的热量交换，即

𝑄̇ = 0

而且系统的质量力仅有重力，即
𝑓 = 𝑔⃗

那么，流体的能量方程

𝜕

𝜕𝑡

ˆ
𝐶𝑉

𝜌

(︂
𝑒+

𝑣2

2

)︂
d𝑉 +

ˆ
𝐶𝑆

𝜌𝑣𝑛

(︂
𝑒+

𝑣2

2

)︂
d𝐴 =

ˆ
𝐶𝑉

𝜌𝑓 · 𝑣⃗d𝑉 +

ˆ
𝐶𝑆

𝜎⃗𝑠 · 𝑣⃗d𝐴+ 𝑄̇

可化为

𝜕

𝜕𝑡

ˆ
𝐶𝑉

𝜌

(︂
𝑒+

𝑣2

2

)︂
d𝑉 +

ˆ
𝐶𝑆

𝜌𝑣𝑛

(︂
𝑒+

𝑣2

2

)︂
d𝐴 =

ˆ
𝐶𝑉

𝜌𝑔⃗ · 𝑣⃗d𝑉 +

ˆ
𝐶𝑆

𝜎⃗𝑠 · 𝑣⃗d𝐴
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理想流体的能量方程――一维流动的能量方程

由"重力做功 = 位势能"，即将单位质量流体能量 𝛽 = 𝑒+
𝑣2

2
+ 𝑔𝑧 （内能+动

能+势能）代入雷诺输运定理，可得重力场中无热交换条件下能量方程

𝜕

𝜕𝑡

ˆ
𝐶𝑉

𝜌

(︂
𝑒+

𝑣2

2
+ 𝑔𝑧

)︂
d𝑉 +

ˆ
𝐶𝑆

𝜌𝑣𝑛

(︂
𝑒+

𝑣2

2
+ 𝑔𝑧

)︂
d𝐴 =

ˆ
𝐶𝑆

𝜎⃗𝑠 · 𝑣⃗d𝐴

将𝜎⃗𝑠 = 𝑝𝑛 + 𝜏⃗ = −𝑝𝑛⃗+ 𝜏⃗代入，可得

ˆ
𝐶𝑆

𝜎⃗𝑠 · 𝑣⃗d𝐴 = −
ˆ
𝐶𝑆

𝑝𝑛⃗ · 𝑣⃗d𝐴+

ˆ
𝐶𝑆

𝜏⃗ · 𝑣⃗d𝐴 = −
ˆ
𝐶𝑆

𝑝𝑣𝑛d𝐴+

ˆ
𝐶𝑆

𝜏⃗ · 𝑣⃗d𝐴

于是，能量方程可化为

𝜕

𝜕𝑡

ˆ
𝐶𝑉

𝜌

(︂
𝑒+

𝑣2

2
+ 𝑔𝑧

)︂
d𝑉 +

ˆ
𝐶𝑆

𝜌𝑣𝑛

(︂
𝑒+

𝑣2

2
+ 𝑔𝑧 +

𝑝

𝜌

)︂
d𝐴 =

ˆ
𝐶𝑆

𝜏⃗ · 𝑣⃗d𝐴
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理想流体的能量方程――一维流动的能量方程

理想流体:
𝜏⃗ = 0 ⇒ 𝜏⃗ · 𝑣⃗ = 0

黏性流体：近管壁处
𝑣⃗ = 0 ⇒ 𝜏⃗ · 𝑣⃗ = 0

进、出截面: 𝜏⃗ 垂直于 𝑣⃗ ⇒ 𝜏⃗ · 𝑣⃗ = 0 ⇒
ˆ
𝐶𝑆

𝜏⃗ · 𝑣⃗d𝐴 = 0

𝜕

𝜕𝑡

ˆ
𝐶𝑉

𝜌

(︂
𝑒+

𝑣2

2
+ 𝑔𝑧

)︂
d𝑉 +

ˆ
𝐶𝑆

𝜌𝑣𝑛

(︂
𝑒+

𝑣2

2
+ 𝑔𝑧 +

𝑝

𝜌

)︂
d𝐴 = 0

在定常流动条件下： ˆ
𝐶𝑆

𝜌𝑣𝑛

(︂
𝑒+

𝑣2

2
+ 𝑔𝑧 +

𝑝

𝜌

)︂
d𝐴 = 0

这就是重力场中理想流体作绝热定常流动的能量方程。
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伯伯伯努努努利利利方方方程程程及及及其其其应应应用用用

伯努利方程及其应用

20世世世纪纪纪初初初的的的两两两个个个惨惨惨案案案
• 1905年初冬，莫斯科至西伯利亚的小火车站站长率领一批随从迎接俄国沙皇派
往西伯利亚的一位钦差大臣，造成极其严重的人身伤亡事故。火车站站台警戒
线的由来。

• 1912年秋天，世界上最大远洋轮 “奥林匹克”号正在大海上航行，与一艘比
它小得多的铁甲巡洋舰“豪克”号相撞，酿成一件重大海难事故。

长长长江江江的的的水水水流流流量量量/流流流速速速为为为多多多少少少？？？
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伯努利方程及其应用

重重重力力力场场场中中中理理理想想想流流流体体体在在在作作作绝绝绝热热热定定定常常常流流流动动动的的的能能能量量量方方方程程程ˆ
𝐶𝑆

𝜌𝑣𝑛

(︂
𝑒+

𝑣2

2
+ 𝑔𝑧 +

𝑝

𝜌

)︂
d𝐴 = 0

取微流管为控制体，管壁𝑣𝑛=0
==================⇒

ˆ
𝐴2

𝜌𝑣

(︂
𝑒+

𝑣2

2
+ 𝑔𝑧 +

𝑝

𝜌

)︂
d𝐴−

ˆ
𝐴1

𝜌𝑣

(︂
𝑒+

𝑣2

2
+ 𝑔𝑧 +

𝑝

𝜌

)︂
d𝐴 = 0 ⇒

(︂
𝑒+

𝑣2

2
+ 𝑔𝑧 +

𝑝

𝑛

)︂ ˆ
𝐴1

𝜌𝑣d𝐴−
(︂
𝑒+

𝑣2

2
+ 𝑔𝑧 +

𝑝

𝜌

)︂ ˆ
𝐴1

𝜌𝑣d𝐴 = 0

质量守恒
======⇒ 𝑒2 +

𝑣22
2

+ 𝑔𝑧2 +
𝑝2
𝜌2

= 𝑒1 +
𝑣21
2

+ 𝑔𝑧1 +
𝑝1
𝜌1

不可压缩、与外界无热交换
================⇒ 𝑣2

2
+ 𝑔𝑧 +

𝑝

𝜌
= 常数

理理理想想想流流流体体体在在在重重重力力力场场场中中中的的的一一一维维维绝绝绝热热热定定定常常常流流流动动动的的的能能能量量量方方方程程程
微元流管
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伯伯伯努努努利利利方方方程程程及及及其其其应应应用用用

伯努利方程及其应用

𝑣2

2
+ 𝑔𝑧 +

𝑝

𝜌
=常数

伯努利方程：Bernoulli, 1738

应用范围：

1 不可压缩理想流体在重力场中的定常流动。

2 同一条流线上的不同的点；沿不同的流线时，积分常数的值一般不相同。

物理意义：

不可压缩理想流体在重力场中作定常流动时，沿流线单位质量流体的动能、位
势能和压强势能之和是常数.
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伯伯伯努努努利利利方方方程程程及及及其其其应应应用用用

伯努利方程及其应用

• 速度水头
𝑣2

2𝑔
+ 𝑧 +

𝑝

𝜌𝑔
= 常数 = 𝐻

• 位置水头

• 压强水头

• 总水头

若1、2为同一条流线（或微元流束）
上的任意两点

𝑧1 +
𝑝1
𝜌𝑔

+
𝑉 2
1

2𝑔
= 𝑧2 +

𝑝2
𝜌𝑔

+
𝑉 2
2

2𝑔

不可压缩理想流体在重力场中作定常
流动时，沿流线单位重力流体的总水
头线为一平行于基准线的水平线。
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伯努利方程及其应用

• 速度水头
𝑣2

2𝑔
+ 𝑧 +

𝑝

𝜌𝑔
= 常数 = 𝐻

• 位置水头

• 压强水头

• 总水头

若1、2为同一条流线（或微元流束）
上的任意两点

𝑧1 +
𝑝1
𝜌𝑔

+
𝑉 2
1

2𝑔
= 𝑧2 +

𝑝2
𝜌𝑔

+
𝑉 2
2

2𝑔
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伯伯伯努努努利利利方方方程程程及及及其其其应应应用用用

伯努利方程及其应用：小孔出流（Torricelli, 1644）

伯伯伯努努努利利利方方方程程程
一装有液体的容器，壁面开一小孔， 如
图。求小孔出口流速。

选取1到2之间的一条流线，应用伯努利方
程， 有

𝑔𝑧2 +
𝑉 2
2

2
+

𝑝2
𝜌

= 𝑔𝑧1 +
𝑉 2
1

2
+

𝑝1
𝜌

根据“小孔”条件，可知

𝑉1 → 0 𝑝1 = 𝑝𝑎 𝑝2 = 𝑝𝑎

𝑉 2
2 = 2𝑔 (𝑧1 − 𝑧2) = 2𝑔ℎ ⇒ 𝑉2 =

√︀
2𝑔ℎ

Dongke Sun (Southeast University, China) Engineering Fluid Mechanics Fundamentals of Fluid Dynamics 20 / 74



伯伯伯努努努利利利方方方程程程及及及其其其应应应用用用

伯努利方程及其应用：皮托管（Pitot, 1733），测流速

皮皮皮托托托管管管测测测流流流速速速原原原理理理

弯成直角的玻璃管两端开口，一端的开口面向来
流，另一端的开口向上，管内液面高出水面ℎ，水
中的𝐴端距离水面𝐻0。

由𝐵至𝐴建立伯努利方程

𝑣2𝐵
2

+
𝑝𝐵
𝜌

=
𝑝𝐴
𝜌

由 𝑝𝐵 = 𝜌𝑔𝐻0 和 𝑝𝐴 = 𝜌𝑔 (𝐻0 + ℎ) 得

𝑣𝐵 =

√︂
2

𝜌
(𝑝𝐴 − 𝑝𝐵) =

√︀
2𝑔ℎ

工程应用 𝑣𝐵 = 𝜙
√︀
2𝑔ℎ
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伯伯伯努努努利利利方方方程程程及及及其其其应应应用用用

伯努利方程及其应用：动压管，测流速

静压管与皮托管组合成一体，由差压计给出总压和静
压的差值，从而测出目标位置点的流速

𝑣𝐵 =

√︂
2

𝜌
(𝑝𝐴 − 𝑝𝐵)

设管道流体密度为𝜌、差压计所用液体密度为𝜌′

𝑣𝐵 =

√︃
2𝑔Δℎ

𝜌′ − 𝜌

𝜌

工程应用 𝑣𝐵 = 𝜙

√︃
2𝑔Δℎ

𝜌′ − 𝜌

𝜌

其中，𝜙为校正系数 (< 1)，一般由皮托管制造商给出。
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伯伯伯努努努利利利方方方程程程及及及其其其应应应用用用

伯努利方程及其应用：文丘里管（Venturi Tube）流量

文丘里管由收缩段和扩张段组成，在入
口前直管段上的截面1和喉部截面2两处测
量静压差，根据此静压差和两截面的截
面积可计算管道流量。

选取 1 到 2 之间的一条流线，𝑧1 = 𝑧2。应用伯努利方程, 有

𝑉 2
1

2
+

𝑝1
𝜌

=
𝑉 2
2

2
+

𝑝2
𝜌

根据不可压缩流体的连续性方程，有 𝑉1𝐴1 = 𝑉2𝐴2

𝑉2 =

√︃
2

𝜌
· 𝑝1 − 𝑝2

1− (𝐴2/𝐴1)
2 , 𝑄 = 𝑉2𝐴2 = 𝐴2

√︃
2

𝜌
· 𝑝1 − 𝑝2

1− (𝐴2/𝐴1)
2
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伯伯伯努努努利利利方方方程程程及及及其其其应应应用用用

伯努利方程及其应用：文丘里管（Venturi Tube）流量

在实际应用中，考虑到粘性引起的截面
上速度分布的不均匀以及流动中的能量
损失，还应乘上一流量系数进行修正，
即

𝑄 = 𝜙𝐴2

√︃
2

𝜌
· 𝑝1 − 𝑝2

1− (𝐴2/𝐴1)
2
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伯伯伯努努努利利利方方方程程程及及及其其其应应应用用用

伯努利方程及其应用：文丘里管（Venturi Tube）流量

除文丘里流量计外，工程上常用的还有孔板流量计和喷嘴流量计，它们都属于节
流式流量计。
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伯伯伯努努努利利利方方方程程程及及及其其其应应应用用用

伯努利方程及其应用：涡轮流量计

采用涡轮进行测量的流量计。它先将流速转换为涡轮的转速，再将转速转换成与
流量成正比的电信号。

这种流量计用于检测瞬时流量和总的积算流量，其输出信号为频率，易于数字化
体上。感应线圈和永久磁铁一起固定在壳体上。当铁磁性涡轮叶片经过磁铁时，
磁路的磁阻发生变化，从而产生感应信号。
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伯努利方程及其应用：工程上常用的流量计

转
子
流
量
计

超声流量计 喷
嘴
流
量
计
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伯伯伯努努努利利利方方方程程程及及及其其其应应应用用用

新型流速测量技术

现代流体力学、空气动力学、热力学、水力学、生态学、以及环境工程、化工工
程、航空航天工程、水利水电工程、热能工程、燃烧工程、石油工程等都提出了
一系列复杂的流动问题。

复杂的流动问题包括高速流、低速流、旋转流、涡流、管道流、燃烧流、振荡
流、反向流、两相流等。

这些都需要新的测量方法和测量工具，要求新的测量技术和仪器能够适应由单点
向多点、平面向空间、稳态向瞬态、单相向多相发展。

20世纪90年代以后出现的新流动测量技术：
1 热线热膜风速仪

2 激光测速仪

3 粒子成像速度场仪 (Particle Image Velocimetry, PIV)――流场显示技术
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新型流速测量技术：热线热膜风速仪

热线热膜风速仪是利用放置在流场中通过加热电流的细金属丝（直径0.5-10微米）
来测量速度的仪器。金属丝中通过加热电流，金属丝的温度保持的恒定，因而当
风速变化时，金属丝的换热量就随之而改变，从而产生了电信号的变化。通过校
准过程，测量电信号的变化量就可以得到实际流场的速度大小。

由于热线热膜风速仪的高频响应，它是湍流以及流动研究中使用最早、最广泛的
单点测量仪器。
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新型流速测量技术：激光测速仪

激光测速仪是通过激光发射测量一定时间间隔内被测物体的移动距离，计算得出
物体移动速度的装置。

激光测距（即电磁波，速度为30万千米/秒），是通过对被测物体发射激光光束，
并接收该激光光束的反射波、记录该时间差，来确定被测物体与测试点的距离。
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新型流速测量技术：粒子成像速度场仪

粒子成像速度场仪是指在流体中投放示踪粒子，并利用粒子在水流中的运动图像
来测量流速场的仪器（简称PIV）。

一个典型的粒子成像速度场仪包
括

1 光源系统、

2 示踪粒子投放系统、

3 接收和记录粒子散光的光学
系统、

4 信息处理系统

等若干部分。
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伯努利方程及其应用：例题

例例例: 有一贮水装置，贮水池足够大，当阀门关闭时，压强计读数为2.8个大气压
强（相对压强，非绝对压强）。而当将阀门全开，水从管中流出时，压强计读
数是0.6个大气压强，试求当水管直径𝑑 = 12cm时，通过出口的体积流量 (不计
流动损失)。

解解解: 当阀门全开时，列1-1、2-2截面的伯努利方程

𝐻 +
𝑝𝑎
𝜌𝑔

+ 0 = 0 +
𝑝𝑎 + 0.6𝑝𝑎

𝜌𝑔
+

𝑉 2
2

2𝑔

当阀门关闭时, 根据压强计的读数并应用流体
静力学基本方程求出 𝐻 值

𝑝𝑎 + 𝜌𝑔𝐻 = 𝑝𝑎 + 2.8𝑝𝑎 ⇒ 𝐻 =
2.8𝑝𝑎
𝜌𝑔

=
2.8× 98060

9806
= 28 (mH2O)

𝑉2 =

√︃
2𝑔

(︂
𝐻 − 0.6𝑝𝑎)

𝜌𝑔

)︂
=

√︃
2× 9.806×

(︂
2.8− 0.6× 98060

9806

)︂
= 20.78 (m/s)
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伯努利方程及其应用：例题

例例例: 有一贮水装置，贮水池足够大，当阀门关闭时，压强计读数为2.8个大气压
强（相对压强，非绝对压强）。而当将阀门全开，水从管中流出时，压强计读
数是0.6个大气压强，试求当水管直径𝑑 = 12cm时，通过出口的体积流量 (不计
流动损失)。

解解解: 当阀门全开时，列1-1、2-2截面的伯努利方程

𝐻 +
𝑝𝑎
𝜌𝑔

+ 0 = 0 +
𝑝𝑎 + 0.6𝑝𝑎

𝜌𝑔
+

𝑉 2
2

2𝑔

当阀门关闭时, 根据压强计的读数并应用流体
静力学基本方程求出 𝐻 值

𝑞𝑉 =
𝜋

4
𝑑2𝑉2 = 0.785× 0.122 × 20.78 = 0.235

(︀
m3/s

)︀
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伯努利方程及其应用：例题

例例例: 水流通过如图所示管路流入大气，已知：Ｕ形测压管中水银柱高差Δℎ =
0.2m，ℎ1 = 0.72m (为H2O)，管径𝑑1 = 0.1m，管嘴出口直径𝑑2 = 0.05m，不计
管中水头损失，试求管中流量𝑞𝑣.

解解解: 首先计算1-1断面管路中心的压强。因为A-B为等压面，列等压面方程得：

𝜌Hg𝑔Δℎ = 𝑝1 + 𝜌𝑔ℎ1

𝑝1
𝜌𝑔

=
𝜌Hg

𝜌
Δℎ− ℎ1

= 13.6× 0.2− 0.72 = 2

列1-1和2-2断面的伯努利方程

𝑧1 +
𝑝1
𝜌𝑔

+
𝑉 2
1

2𝑔
= 𝑧2 +

𝑝2
𝜌𝑔

+
𝑉 2
2

2𝑔
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伯努利方程及其应用：例题

例例例: 水流通过如图所示管路流入大气，已知：Ｕ形测压管中水银柱高差Δℎ =
0.2m，ℎ1 = 0.72m (为H2O)，管径𝑑1 = 0.1m，管嘴出口直径𝑑2 = 0.05m，不计
管中水头损失，试求管中流量𝑞𝑣.

解解解: 断面1-1和2-2的伯努利方程

𝑧1 +
𝑝1
𝜌𝑔

+
𝑉 2
1

2𝑔
= 𝑧2 +

𝑝2
𝜌𝑔

+
𝑉 2
2

2𝑔

由连续性方程，得 𝑉1 = 𝑉2

(︂
𝑑2
𝑑1

)︂2

，进而

𝑉2 =

√︂
19.6× 7× 16

15
= 121 (m/s)

𝑞𝑉 =
𝜋

4
𝑑22𝑉2 =

𝜋

4
× 0.052 × 12.1 = 0.024

(︀
m3/s

)︀
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动动动量量量方方方程程程与与与动动动量量量矩矩矩方方方程程程

提纲

1 流体流动的连续性方程

2 理想流体的能量方程

3 伯努利方程及其应用

4 动量方程与动量矩方程

5 微分方程及其定解条件

6 总结与思考
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动动动量量量方方方程程程与与与动动动量量量矩矩矩方方方程程程

请思考

如如如何何何求求求解解解流流流体体体与与与固固固体体体之之之间间间的的的相相相互互互作作作用用用力力力？？？
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动动动量量量方方方程程程与与与动动动量量量矩矩矩方方方程程程

动量方程

由动量定理: 系统内流体动量对时间的变化率等于作用在系统上外力的矢量和, 即∑︁
𝐹 =

d

d𝑡
(𝑚𝑉⃗ )𝑠

应用雷诺输运方程

(︂
d𝐵

d𝑡

)︂
𝑠

=
𝜕

𝜕𝑡

ˆ
𝑐𝑣

𝛽𝜌d𝑉 +

ˆ
𝑐𝑠

𝛽𝜌(𝑉⃗ · 𝑛⃗)d𝐴

令𝐵⃗ = 𝑚𝑉⃗ , 𝛽 =
d𝐵⃗

d𝑚
= 𝑉⃗ , 可得

d

d𝑡
(𝑚𝑉⃗ )𝑠 =

𝜕

𝜕𝑡

ˆ
𝑐𝑣

𝜌𝑉⃗ d𝑉 +

ˆ
𝑐𝑠

𝜌𝑉⃗ (𝑉⃗ · 𝑛⃗)d𝐴

定常流动
𝜕

𝜕𝑡

ˆ
𝑐𝑣

𝜌𝑉⃗ d𝑉 = 0 ⇒ d

d𝑡
(𝑚𝑉⃗ )𝑠 =

ˆ
𝑐𝑠

𝜌𝑉⃗ (𝑉⃗ · 𝑛⃗)d𝐴
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动量方程

定常流动时的动量方程

∑︁
𝐹 =

ˆ
𝑐𝑠

𝜌𝑉⃗ (𝑉⃗ · 𝑛⃗)d𝐴 ⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∑︁
𝐹𝑥 =

ˆ
𝑐𝑠

𝜌𝑢(𝑉⃗ · 𝑛⃗)d𝐴∑︁
𝐹𝑦 =

ˆ
𝑐𝑠

𝜌𝑣(𝑉⃗ · 𝑛⃗)d𝐴∑︁
𝐹𝑧 =

ˆ
𝑐𝑠

𝜌𝑤(𝑉⃗ · 𝑛⃗)d𝐴

关于合力项的说明
• 合力项包含作用于控制体、控制面上的所有的力。
• 在初始时刻，系统与控制体重合，因此作用于系统的力就相当于作用于控制体
的力。

• 如果控制面上流体的流速、密度均匀, 则有ˆ
𝑐𝑠

𝜌𝑉⃗ (𝑉⃗ · 𝑛⃗)d𝐴 =
∑︁

(𝜌𝑄𝑉⃗ )out −
∑︁

(𝜌𝑄𝑉⃗ )in
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动动动量量量方方方程程程与与与动动动量量量矩矩矩方方方程程程

动量方程: 关于动量净流出率项的说明

上述流速均匀、密度均匀的动量方程ˆ
𝑐𝑠

𝜌𝑉⃗ (𝑉⃗ · 𝑛⃗)d𝐴 =
∑︁

(𝜌𝑄𝑉⃗ )out −
∑︁

(𝜌𝑄𝑉⃗ )in

可写成三个分量方程

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ˆ
𝑐𝑠

𝜌𝑢(𝑉⃗ · 𝑛⃗)d𝐴 =
∑︁

(𝜌𝑄𝑢)out −
∑︁

(𝜌𝑄𝑢)inˆ
𝑐𝑠

𝜌𝑣(𝑉⃗ · 𝑛⃗)d𝐴 =
∑︁

(𝜌𝑄𝑣)out −
∑︁

(𝜌𝑄𝑣)inˆ
𝑐𝑠

𝜌𝑤(𝑉⃗ · 𝑛⃗)d𝐴 =
∑︁

(𝜌𝑄𝑤)out −
∑︁

(𝜌𝑄𝑤)in

流速均匀、密度均匀的动量方程: 分量形式
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动动动量量量方方方程程程与与与动动动量量量矩矩矩方方方程程程

动量方程: 应用举例，流体作用于弯管上的力
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动动动量量量方方方程程程与与与动动动量量量矩矩矩方方方程程程

动量方程: 应用举例

例例例: 水平放置在混凝土支座上的变直径弯管，弯管两端与等直径管相连接
处的断面1-1上压力表读数 𝑝1 = 17.6kPa，管中流量 𝑞𝑉 = 0.1m3/s，若直径
𝑑1 = 300mm，𝑑2 = 200mm，转角 𝜃 = 60∘。求水对弯管作用力 𝐹 的大小。

解解解: 取管道进、出两个截面和管内壁为控制面，如图所示，坐标按图示方向设置。

1. 根据连续性方程可求得

𝑣1 =
𝑞𝑉
𝜋
4
𝑑21

=
0.1× 4

𝜋 × 0.32
= 1.42

𝑣2 =
𝑞𝑉
𝜋
4
𝑑22

=
0.1× 4

𝜋 × 0.22
= 3.18

2. 列管道进、出口的伯努利方程

𝑝1
𝜌𝑔

+
𝑣21
2𝑔

=
𝑝2
𝜌𝑔

+
𝑣22
2𝑔
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动动动量量量方方方程程程与与与动动动量量量矩矩矩方方方程程程

动量方程: 应用举例

例例例: 水平放置在混凝土支座上的变直径弯管，弯管两端与等直径管相连接
处的断面1-1上压力表读数 𝑝1 = 17.6kPa，管中流量 𝑞𝑉 = 0.1m3/s，若直径
𝑑1 = 300mm，𝑑2 = 200mm，转角 𝜃 = 60∘。求水对弯管作用力 𝐹 的大小。

解解解: 取管道进、出两个截面和管内壁为控制面，如图所示，坐标按图示方向设置。

由伯努利方程可解出

𝑝2 = 𝑝1 + 𝜌
(︀
𝑣21 − 𝑣22

)︀
/2

= 17.6× 103 + 1000
(︀
1.422 − 3.182

)︀
/2

= 17.2× 103

3. 所取控制体受力分析

𝑃1 = 𝑝1𝐴1 = 17.6× 103 × 𝜋

4
× 0.32 = 12.43

𝑃2 = 𝑝2𝐴2 = 17.2× 103 × 𝜋

4
× 0.22 = 5.40
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动动动量量量方方方程程程与与与动动动量量量矩矩矩方方方程程程

动量方程: 应用举例

4. 写出动量方程

- 沿 𝑥 轴方向

𝑅𝑥 = 𝜌𝑞𝑉 (𝑣2 − 𝑣1 cos 𝜃) + 𝑃2 − 𝑃1 cos 𝜃

= 0.1× (3.18− 1.42 cos 60∘) + 5.40− 12.43 cos 60∘ = −0.568

- 沿 𝑦 轴方向

𝑅𝑦 = 𝑃1 sin 𝜃 + 𝜌𝑞𝑉 𝑣1 sin 𝜃

= 12.43 sin 60∘ + 0.1× 1.42 sin 60∘ = 10.88

- 管壁对水的反作用力

𝑅 =
√︁

𝑅2
𝑥 +𝑅2

𝑦 =
√︀
(−0.568)2 + 10.882 = 10.89

水流对弯管的作用力 F 与 R 大小相等, 方向相反。
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动动动量量量方方方程程程与与与动动动量量量矩矩矩方方方程程程

动量方程: 用动量方程求解作用力步骤

用动动动量量量方方方程程程求解流流流体体体对对对固固固体体体边边边界界界的的的作作作用用用力力力时，以下步骤可供参考：

1 取控制体，建立坐标系；

2 运动、受力分析；

3 建立动量方程；

4 确定流体对固体边界的作用力。

用动量方程求解作用力步骤
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动动动量量量方方方程程程与与与动动动量量量矩矩矩方方方程程程

动量方程: 射流作用在平面壁上的冲击力

射射射流流流: 流体从管嘴喷射出而形成射流

如射流在同一大气压强下，并忽略自身重力，则作用在流体上的力，只有固定平
面对射流的阻力，它与射流对固定平面的冲击力构成一对作用力和反作用力。　

射射射流流流作用的工程应用

水射流清洗船体、铸造清砂、矿车清扫、水力采煤、采掘设备的截齿喷雾冷却、
航空航天器的喷射推进等等。
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动动动量量量方方方程程程与与与动动动量量量矩矩矩方方方程程程

动量方程: 射流作用在平面壁上的冲击力

流体从喷嘴射而出，喷射到固定光滑平板上，平板与水平面成 𝜃 角，如图所示。

𝑥 轴方向的动量方程为

𝑅𝑥 = 𝜌𝑞1𝑣1 cos 90
𝜌 + 𝜌𝑞2𝑣2 cos 90

𝜌

− (−𝜌𝑞0𝑣0 sin 𝜃)

= 𝜌𝑄𝑣0 sin 𝜃 = 𝜌𝐴0𝑣0
2 sin 𝜃

𝑦 轴方向的动量方程为

𝑅𝑦 = 𝜌𝑞1𝑣1 − 𝜌𝑞2𝑣2 − 𝜌𝑞𝑣0 cos 𝜃

= 0

射流对平板的冲击力

𝑅′ = −𝑅

x

yQ1

Q2

Q
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动动动量量量方方方程程程与与与动动动量量量矩矩矩方方方程程程

动量方程: 射流作用在平面壁上的冲击力

流体从喷嘴射而出，喷射到固定光滑平板上，平板与水平面成 𝜃 角，如图所示。

由伯努利方程,

𝑣0 = 𝑣1 = 𝑣2

由流体连续性方程

𝑞1 + 𝑞2 = 𝑞

𝑞1 − 𝑞2 = 𝑞 cos 𝜃

⇒

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑞1 =

1

2
𝑞(1 + cos 𝜃)

𝑞2 =
1

2
𝑞(1− cos 𝜃)

x

yQ1

Q2

Q
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动动动量量量方方方程程程与与与动动动量量量矩矩矩方方方程程程

动量方程: 射流作用在曲面壁上的冲击力

- 当平板 𝜃 = 90∘ 时, 𝑅′ = 𝜌𝐴0𝑣
2
0

- 如果平板沿射流方向以速度 𝑣 运动, 则射流的冲出力为 𝑅′ = 𝜌𝐴0 (𝑣0 ± 𝑣′)
2

0A

'R
x

y

0v
0v

0v

0A

'R
x

y

0v

0v

0v

0A

'R
x

y

0v

0v

0v

- 射流对曲板的冲击力 𝑅′ = 𝜌𝐴0𝑣
2
0(1− cos 𝜃)

- 当曲板 𝜃 = 180∘ 时 𝑅′ = 2𝜌𝐴0𝑣
2
0
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动动动量量量方方方程程程与与与动动动量量量矩矩矩方方方程程程

动量方程: 射流的反推力

火箭飞行的根本动力是火箭内部的燃料发生爆炸性燃烧，产生大量高温高压的气
体，从尾部喷出形成射流，射流对火箭有一反推力，使火箭向前运动。

烟花、火箭、喷气式飞机、喷水船等都是借助这种反推力而工作的。
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动动动量量量方方方程程程与与与动动动量量量矩矩矩方方方程程程

动量方程的应用: 例题

h

b

a

射流反推力在 𝑥 轴方向上

装有液体的容器侧壁开一小孔，液体从小孔
流出形成射流，如图所示。

由伯努利方程

𝑣2𝑏
2

+
𝑝𝑏
𝜌

=
𝑝𝑎
𝜌

其中，𝑎为容器顶部液面，𝑏为小孔出口处。

可得小孔射流速度 𝑣𝑏 =
√︀

2𝑔ℎ

动量随时间变化率
d𝐾

d𝑡
= 𝜌𝑞𝑣𝑏

容器受到的反推力 𝐹𝑥 = −𝜌𝑞𝑣𝑏
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动动动量量量方方方程程程与与与动动动量量量矩矩矩方方方程程程

请思考

如如如何何何求求求解解解流流流体体体与与与固固固体体体之之之间间间的的的相相相互互互作作作用用用力力力矩矩矩？？？
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角动量方程
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动动动量量量方方方程程程与与与动动动量量量矩矩矩方方方程程程

角动量方程

如图所示, 力 𝐹 对距离 𝑃 点矢径为 𝑟𝑂 的空
间点 𝑂 的力矩为𝑀𝑜。

力矩𝑀𝑜与流体质点对 𝑂 点的动量矩随时间
的变化率相等, 即

𝑀⃗𝑜 = 𝑟⃗𝑜 × 𝐹 =
d

d𝑡

[︁
𝑟⃗𝑜 ×

(︁
𝑚𝑝𝑉⃗

)︁]︁
由角动量定理可知：作用在流体系统上的净
力矩等于流体系统角动量对时间的导数，即

∑︁(︁
𝑀⃗𝑜

)︁
𝑠
=

d

d𝑡

ˆ
𝑚𝑠

(︁
𝑟⃗𝑜 × 𝑉⃗

)︁
d𝑚 ⇐ 运动流体对固定空间点的动量矩方程

这时候，我们看到了
d

d𝑡

ˆ
𝑚𝑠

* * * d𝑚。请问：你想到了什么？我们应该想到什么？
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动动动量量量方方方程程程与与与动动动量量量矩矩矩方方方程程程

角动量方程

应用雷诺输运定理，把对系统的方程转换成对控制体的方程

令

𝐵 =

ˆ
𝑚𝑠

(︁
𝑟⃗𝑜 × 𝑉⃗

)︁
d𝑚, 𝛽 =

d𝐵

d𝑚
= 𝑟⃗𝑜 × 𝑉⃗

代入 (︂
d𝐵

d𝑡

)︂
𝑠

=
𝜕

𝜕𝑡

ˆ
𝑐𝑣

𝛽𝜌d𝑉 +

ˆ
𝑐𝑠

𝛽𝜌(𝑉⃗ · 𝑛⃗)d𝐴

于是

d

d𝑡

ˆ
𝑚𝑠

(︁
𝑟⃗𝑜 × 𝑉⃗

)︁
d𝑚 =

𝜕

𝜕𝑡

ˆ
𝑐𝑣

(︁
𝑟⃗𝑜 × 𝑉⃗

)︁
𝜌d𝑉 +

ˆ
𝑐𝑠

(︁
𝑟𝑜 × 𝑉⃗

)︁
𝜌(𝑉⃗ · 𝑛⃗)d𝐴

最终，得运动流体对固定空间点的动量矩方程（以控制体视角）∑︁(︁
𝑀⃗𝑜

)︁
𝑠
=

𝜕

𝜕𝑡

ˆ
𝑐𝑣

(︁
𝑟⃗𝑜 × 𝑉⃗

)︁
𝜌d𝑉 +

ˆ
𝑐𝑠

(︁
𝑟⃗𝑜 × 𝑉⃗

)︁
𝜌(𝑉⃗ · 𝑛⃗)d𝐴
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动动动量量量方方方程程程与与与动动动量量量矩矩矩方方方程程程

角动量方程: 定常流动的角动量方程

对定常流动
d

d𝑡

ˆ
𝑐𝑣

(︁
𝑟⃗𝑜 × 𝑉⃗

)︁
𝜌d𝑉 = 0

则

∑︁(︁
𝑀⃗𝑜

)︁
𝑠
=

ˆ
𝑐𝑠

(︁
𝑟⃗𝑜 × 𝑉⃗

)︁
𝜌(𝑉⃗ · 𝑛⃗)d𝐴

定常流动的动量矩方程

由于推导雷诺输运方程时，初始时刻控制体与系统是重合的，故而
∑︁

(𝑀0)𝑠可视

为作用在控制体内部质点上所有力产生的力矩之和。

定常流动的动量矩方程：作用在控制体内部质点上所有力矩之矢量和等于流入、
流出控制体各面的净动量矩流率。
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动动动量量量方方方程程程与与与动动动量量量矩矩矩方方方程程程

角动量方程: 定常流动的角动量方程

对具有若干均匀速度进出口的控制体，定常流动的动理矩方程为

∑︁(︁
𝑀⃗𝑜

)︁
𝑠
=

∑︁[︁(︁
𝑟⃗𝑜 × 𝑉⃗

)︁
(𝜌𝑉𝑛𝐴)

]︁
out

−
∑︁[︁(︁

𝑟⃗𝑜 × 𝑉⃗
)︁
(𝜌𝑉𝑛𝐴)

]︁
in

特定控制体：定常流动的动量矩方程
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动动动量量量方方方程程程与与与动动动量量量矩矩矩方方方程程程

角动量方程的应用: 解题注意事项

步骤类似于动量定理的应用：

1 当流体通过旋转通道时，流体的绝对速度为相对速度
与牵连速度的矢量和；

2 绝对速度用于计算角动量；

3 相对速度用于计算流速或流量；

4 相对速度的方向取决于通道的型线。

角动量方程解题注意事项
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角动量方程的应用: 叶轮机械
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角动量方程的应用: 叶轮机械

离心泵叶轮内的流动

定常流动角动量方程可以表示为
ˆ
c𝑠

𝜌(𝑟⃗ × 𝑣⃗)𝑣𝑛d𝐴 =
∑︁(︁

𝑟𝑖 × 𝐹⃗𝑖

)︁
⇒ 外力矩矢量和

取图中虚线包体积为控制体
[︁∑︁(︁

𝑟𝑖 × 𝐹⃗𝑖

)︁]︁
𝑧
= 𝑀𝑧

𝑀𝑧为转轴传给叶轮的力矩。[︂ˆ
𝑐𝑠

𝜌(𝑟⃗ × 𝑣⃗)𝑣𝑛d𝐴

]︂
𝑧

=

ˆ
𝐴2

𝜌𝑣2𝑟2 cos𝛼2𝑣2𝑛d𝐴−
ˆ
𝐴1

𝜌𝑣1𝑟1 cos𝛼1𝑣1𝑛d𝐴

= 𝜌𝑣2𝑟2 cos𝛼2𝑣2𝑛𝐴2 − 𝜌𝑣1𝑟1 cos𝛼1𝑣1𝑛𝐴1

= 𝜌𝑄𝑉 (𝑟2𝑣2𝜏 − 𝑟1𝑣1𝜏 )
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角动量方程的应用: 叶轮机械

离心泵叶轮内的流动

力矩:
𝑀𝑧 = 𝜌𝑄𝑉 (𝑟2𝑣2𝜏 − 𝑟1𝑣1𝜏 )

在一些文献或题目中，也有人用 𝑇 表示力矩。

功率:

𝑃 = 𝑀𝑧𝜔 = 𝜌𝑄𝑉 (𝑣2𝑒𝑣2𝜏 − 𝑣1𝑒𝑣1𝜏 )

涡轮机械的基本方程:

𝐻 =
1

𝑔
(𝑣2𝑒𝑣2𝜏 − 𝑣1𝑒𝑣1𝜏 )

这就是单位重量流体获得的能量。
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动动动量量量方方方程程程与与与动动动量量量矩矩矩方方方程程程

角动量方程的应用: 例题

例例例: 已知水通过等速旋转的泵叶, 不考虑流动损
失, 进出口截面上的参数均匀，流量为 𝑄𝑉。

求: 1) 维持泵叶旋转所需要施加的力矩 𝑇 ; 2) 泵
叶消耗的功率 𝑃 ; 3) 增加的压强 Δ𝑝 。

解解解: 泵叶出口速度分析――只分析增加的压强

流体经过离心式泵的泵叶通道, 增加的机械能主要表
现为压强的增加。

因此，可用伯努利方程表示如下

𝑔𝑧1 +
𝑉 2
1

2
+

𝑝1
𝜌

+
𝑃/𝑄𝑉

𝜌
= 𝑔𝑧2 +

𝑉 2
2

2
+

𝑝2
𝜌

∵ 𝑧1 ≈ 𝑧2, 𝑉1 ≈ 𝑉2 ∴ 𝑝2 − 𝑝1 = Δ𝑝 =
𝑃

𝑄𝑉
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动动动量量量方方方程程程与与与动动动量量量矩矩矩方方方程程程

角动量方程的应用: 例题

例例例: 已知水通过等速旋转的泵叶, 不考虑流动损
失, 进出口截面上的参数均匀，流量为 𝑄𝑉。

求: 1) 维持泵叶旋转所需要施加的力矩 𝑇 ; 2) 泵
叶消耗的功率 𝑃 ; 3) 增加的压强 Δ𝑝 。

解解解: 泵叶出口速度分析――只分析增加的压强

流体经过离心式泵的泵叶通道, 增加的机械能主要表
现为压强的增加。

因此，可用伯努利方程表示如下

𝑔𝑧1 +
𝑉 2
1

2
+

𝑝1
𝜌

+
𝑃/𝑄𝑉

𝜌
= 𝑔𝑧2 +

𝑉 2
2

2
+

𝑝2
𝜌

∵ 𝑧1 ≈ 𝑧2, 𝑉1 ≈ 𝑉2 ∴ 𝑝2 − 𝑝1 = Δ𝑝 =
𝑃

𝑄𝑉
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动动动量量量方方方程程程与与与动动动量量量矩矩矩方方方程程程

角动量方程的应用: 例题

例例例: 已知草坪洒水器在水平面 (𝑥𝑦平面)绕 𝑧轴匀角速度旋转,转速为 120r/min.
水从中心垂直管进人,经过转臂两端的喷嘴喷出,进水流量 𝑄in = 0.006 m3/s,喷
嘴出口截面积 𝐴o = 0.001 m2,洒水器臂长 𝑅 = 0.2 m,水的密度 𝜌 = 1000 kg/m3.
求: (1) 为使洒水器维持 120 r/min 的匀角速度旋转, 外界需加的阻力矩为多少;
(2) 如取阻力矩为零, 则洒水器的旋转角速度将增至多少?
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动动动量量量方方方程程程与与与动动动量量量矩矩矩方方方程程程

角动量方程的应用: 例题
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动动动量量量方方方程程程与与与动动动量量量矩矩矩方方方程程程

角动量方程的应用: 例题

解解解: 选择坐标系如图所示, 𝑧 坐标为喷水器的旋转轴. 围绕喷水器选取控制体.

作用在控制体上力矩的矢量和为∑︁
𝑀𝑂 = 𝑟𝑂 × 𝐹s + 𝑟𝑂 × 𝐹𝑚 + 𝑇

式中,

𝑟𝑂 × 𝐹s 是表面力对 𝑂 点的力矩. 控制体四周均匀大气压产生对中心(旋转轴)的力
矩之和为零.

𝑟𝑂 × 𝐹𝑚 是质量力对 𝑂 点的力矩. 由于质量力对旋转轴 𝑂点对称, 所以由质量力引
起的力矩之和亦为零.

𝑇 为外界对控制体施加的力矩并设沿 𝑧 轴为正向为正，则 𝑇 = 𝑇𝑘。

综上所有，作用在控制体上力矩的矢量和可表示为
∑︁

𝑀𝑂 = 𝑇𝑘。
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动动动量量量方方方程程程与与与动动动量量量矩矩矩方方方程程程

角动量方程的应用: 例题

本题有一个进口和两个出口, 根据流动的对称性及连续性方程, 出口流量可取为

𝑄V o = 𝑄V o1 = 𝑄V o2 =
1

2
𝑄V i

根据本题条件, 动量矩的通量项可展开为ˆ
cs
(𝑟𝑂 × 𝑉 ) 𝜌(𝑉 · 𝑛)d𝐴 = (𝑟𝑂 × 𝑉 )o1 𝜌𝑄V o1 + (𝑟𝑂 × 𝑉 )o2 𝜌𝑄V o2 − (𝑟𝑂 × 𝑉 )i 𝜌𝑄V i

式中, 下标“o”表示出口, “i”表示进口; 对进口, 𝑟𝑂i = 0, 所以 (𝑟𝑂 × 𝑉 )i = 0, 即
进口的动量矩为零. 出口的动量矩是对称的, 故

(𝑟𝑂 × 𝑉 )o1 𝜌𝑄V o1 = (𝑟𝑂 × 𝑉 )o2 𝜌𝑄V o2 = (𝑟𝑂 × 𝑉 )o 𝜌𝑄V o

所以，进出口动量矩可表示为ˆ
cs
(𝑟𝑂 × 𝑉 ) 𝜌(𝑉 × 𝑛)d𝐴 = 2 (𝑟𝑂 × 𝑉 )o 𝜌𝑄V o

Dongke Sun (Southeast University, China) Engineering Fluid Mechanics Fundamentals of Fluid Dynamics 63 / 74



动动动量量量方方方程程程与与与动动动量量量矩矩矩方方方程程程

角动量方程的应用: 例题

将力矩的矢量和、进出口动量矩代人动量矩方程, 可得新的动量矩方程

𝑇𝑘 = 2 (𝑟𝑂 × 𝑉 )o 𝜌𝑄V o

(𝑟𝑂)o 为喷嘴出口到 𝑂 点的力臂, 以洒水器的右臂为例

(𝑟𝑂)o = 𝑅𝑖 = 0.2𝑖

𝑉o 为喷嘴出口处水的绝对速度, 等于水在洒水器出口的相对速度减去喷嘴运动的牵
连速度，即

𝑉o = (𝑉no −𝑅𝜔) 𝑗

式中

𝑉𝑛o =
1

2

𝑄V i

𝐴o

=
1

2
× 6× 10−3

0.001
= 3 (m/s)

将喷嘴出口到 𝑂 点的力臂、喷嘴出口处水的绝对速度代人新的动量矩方程得

𝑇𝑘 = 2 [𝑅𝑖× (𝑉𝑛o −𝑅𝜔) 𝑗] 𝜌𝑄V o = 𝜌𝑄V i

(︀
𝑅𝑉𝑛o −𝑅2𝜔

)︀
𝑘
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动动动量量量方方方程程程与与与动动动量量量矩矩矩方方方程程程

角动量方程的应用: 例题

(1) 为维持 120 r/min 的匀角速度旋转, 需加的阻力矩

𝑇𝑘 = 1000× 6× 10−3

(︂
0.2× 3− 0.22 × 120× 2𝜋

60

)︂
𝑘 = 0.584(N ·m)𝑘

要对控制体施加逆时针的力矩 𝑇 = 0.588 N ·m, 才能使洒水器以 120r/min 的转速
匀角速度旋转。

(2) 阻力矩为零时, 𝑇 = 0, 由式 𝑇𝑘 = 𝜌𝑄V i

(︀
𝑅𝑉𝑛o −𝑅2𝜔

)︀
𝑘 得

𝜔 =
𝑉𝑛o

𝑅
=

𝑄V i

2𝐴o𝑅
=

6× 10−3

2× 0.001× 0.2
= 15(rad/s)

转速

𝑛 =
𝜔

2𝜋
× 60 =

15× 60

2𝜋
= 143.24(r/min)
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微微微分分分方方方程程程及及及其其其定定定解解解条条条件件件

提纲

1 流体流动的连续性方程

2 理想流体的能量方程

3 伯努利方程及其应用

4 动量方程与动量矩方程

5 微分方程及其定解条件

6 总结与思考
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微微微分分分方方方程程程及及及其其其定定定解解解条条条件件件

微分形式的守恒方程 · Navier-Stokes方程组

Chapter04_FluidDynBasicEqs.pdf
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微微微分分分方方方程程程及及及其其其定定定解解解条条条件件件

微分方程及其定解条件: 例题

例例例: 某速度场为 𝑢 =
10𝑦

𝑥2 + 𝑦2
, 𝑣 = − 10𝑥

𝑥2 + 𝑦2
, 𝑤 = 0, 流动介质是密度为 𝜌 =

1.23 kg/m3 的空气. 不考虑流动损失, 试确定重力作用下的压强梯度 (设 𝑧 轴竖
直向上).

解解解: 不考虑流动损失, 则假定为理想流体流动. 根据欧拉运动微分方程，有

𝜌
D𝑢

D𝑡
= 𝜌𝑓𝑥 −

𝜕𝑝

𝜕𝑥
, 𝑓𝑥 = 0

𝜕𝑝

𝜕𝑥
= −𝜌

D𝑢

D𝑡
= −𝜌

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑢

𝜕𝑧

)︂
= −𝜌

(︂
𝑢
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦

)︂
= −1.23

[︂
10𝑦

𝑥2 + 𝑦2
−20𝑥𝑦

(𝑥2 + 𝑦2)2
+

−10𝑥

𝑥2 + 𝑦2
(𝑥2 + 𝑦2) 10− 10𝑦(2𝑦)

(𝑥2 + 𝑦2)2

]︂
=

123𝑥

(𝑥2 + 𝑦2)2
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微微微分分分方方方程程程及及及其其其定定定解解解条条条件件件

微分方程及其定解条件: 例题

例例例: 某速度场为 𝑢 =
10𝑦

𝑥2 + 𝑦2
, 𝑣 = − 10𝑥

𝑥2 + 𝑦2
, 𝑤 = 0, 流动介质是密度为 𝜌 =

1.23 kg/m3 的空气. 不考虑流动损失, 试确定重力作用下的压强梯度 (设 𝑧 轴竖
直向上).

解解解:
𝜌
D𝑣

D𝑡
= 𝜌𝑓𝑦 −

𝜕𝑝

𝜕𝑦
, 𝑓𝑦 = 0

𝜕𝑝

𝜕𝑦
= −𝜌

D𝑣

D𝑡
= −𝜌

(︂
𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑣

𝜕𝑧

)︂
= −𝜌

(︂
𝑢
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦

)︂
= −1.23

[︂
10𝑦

𝑥2 + 𝑦2
(𝑥2 + 𝑦2) (−10) + 10𝑥(2𝑥)

(𝑥2 + 𝑦2)2
+

−10𝑥

𝑥2 + 𝑦2
20𝑥𝑦

(𝑥2 + 𝑦2)2

]︂
=

123𝑦

(𝑥2 + 𝑦2)2
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微微微分分分方方方程程程及及及其其其定定定解解解条条条件件件

微分方程及其定解条件: 例题

例例例: 某速度场为 𝑢 =
10𝑦

𝑥2 + 𝑦2
, 𝑣 = − 10𝑥

𝑥2 + 𝑦2
, 𝑤 = 0, 流动介质是密度为 𝜌 =

1.23 kg/m3 的空气. 不考虑流动损失, 试确定重力作用下的压强梯度 (设 𝑧 轴竖
直向上).

解解解:

𝜌
D𝑤

D𝑡
= 𝜌𝑓𝑧 −

𝜕𝑝

𝜕𝑧
, 𝑓𝑧 = −𝑔

𝜕𝑝

𝜕𝑧
= −𝜌𝑔 = −1.23× 9.81 = −12.07( Pa/m)

∇𝑝 =
𝜕𝑝

𝜕𝑥
𝑖+

𝜕𝑝

𝜕𝑦
𝑗 +

𝜕𝑝

𝜕𝑧
𝑘

=
123

(𝑥2 + 𝑦2)2
(𝑥𝑖+ 𝑦𝑗)− 12.07𝑘(Pa/m)
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微微微分分分方方方程程程及及及其其其定定定解解解条条条件件件

微分方程及其定解条件: 例题

例例例: 试证明重力作用下的二维气体流场 𝑢 = 𝑎
(︀
𝑥2 − 𝑦2

)︀
, 𝑣 = −2𝑎𝑥𝑦, 𝑤 = 0 是

N-S 方程的精确解, 并求出它的压强分布规律. 假定气体密度 𝜌 不变, 𝑧 轴坚直
向上.

解解解: 将流速 (𝑢, 𝑣, 𝑤) 代人 N-S 方程

𝑥 方向:

𝜌

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑢

𝜕𝑧

)︂
= 𝜌𝑓𝑥 −

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ 𝜇

(︂
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑧2

)︂

𝜌
[︀
0 + 𝑎

(︀
𝑥2 − 𝑦2

)︀
2𝑎𝑥− 2𝑎𝑥𝑦(−2𝑎𝑦)

]︀
= 𝜌× 0− 𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ 𝜇(2𝑎− 2𝑎+ 0)

𝜕𝑝

𝜕𝑥
= −2𝑎2𝜌

(︀
𝑥3 + 𝑥𝑦2

)︀
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微微微分分分方方方程程程及及及其其其定定定解解解条条条件件件

微分方程及其定解条件: 例题

例例例: 试证明重力作用下的二维气体流场 𝑢 = 𝑎
(︀
𝑥2 − 𝑦2

)︀
, 𝑣 = −2𝑎𝑥𝑦, 𝑤 = 0 是

N-S 方程的精确解, 并求出它的压强分布规律. 假定气体密度 𝜌 不变, 𝑧 轴坚直
向上.

解解解: 将流速 (𝑢, 𝑣, 𝑤) 代人 N-S 方程

𝑦 方向:

𝜌

(︂
𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑣

𝜕𝑧

)︂
= 𝜌𝑓𝑦 −

𝜕𝑝

𝜕𝑦
+ 𝜇

(︂
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝑣

𝜕𝑧2

)︂

𝜌
[︀
0 + 𝑎

(︀
𝑥2 − 𝑦2

)︀
(−2𝑎𝑦) + (−2𝑎𝑥𝑦)(−2𝑎𝑥)

]︀
= 𝜌× 0− 𝜕𝑝

𝜕𝑦
+ 𝜇(0 + 0 + 0)

𝜕𝑝

𝜕𝑦
= −2𝑎2𝜌

(︀
𝑥2𝑦 + 𝑦3

)︀
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微微微分分分方方方程程程及及及其其其定定定解解解条条条件件件

微分方程及其定解条件: 例题

例例例: 试证明重力作用下的二维气体流场 𝑢 = 𝑎
(︀
𝑥2 − 𝑦2

)︀
, 𝑣 = −2𝑎𝑥𝑦, 𝑤 = 0 是

N-S 方程的精确解, 并求出它的压强分布规律. 假定气体密度 𝜌 不变, 𝑧 轴坚直
向上.

解解解: 将流速 (𝑢, 𝑣, 𝑤) 代人 N-S 方程

𝑧 方向:

𝜌

(︂
𝜕𝑤

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑤

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑤

𝜕𝑧

)︂
= 𝜌𝑓𝑧 −

𝜕𝑝

𝜕𝑧
+ 𝜇

(︂
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝑤

𝜕𝑧2

)︂

𝜌(0 + 0 + 0 + 0) = −𝜌𝑔 − 𝜕𝑝

𝜕𝑧
+ 𝜇(0 + 0 + 0)

𝜕𝑝

𝜕𝑧
= −𝜌𝑔
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微微微分分分方方方程程程及及及其其其定定定解解解条条条件件件

微分方程及其定解条件: 例题

例例例: 试证明重力作用下的二维气体流场 𝑢 = 𝑎
(︀
𝑥2 − 𝑦2

)︀
, 𝑣 = −2𝑎𝑥𝑦, 𝑤 = 0 是

N-S 方程的精确解, 并求出它的压强分布规律. 假定气体密度 𝜌 不变, 𝑧 轴坚直
向上.

解解解: 从 𝑥 和 𝑧 方向的压强梯度可知, 虽然流体的黏性不等于零, 𝜇 ̸= 0, 但黏性项可
不予考虑. 那么二维流场是否满足 N-S 方程呢?

针对 𝑦 和 𝑥 方向的压强梯度 分别对 𝑦 和 𝑥 求导

𝜕

𝜕𝑦

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝑥

)︂
= −2𝑎2𝜌(2𝑥𝑦) = −4𝑎2𝜌𝑥𝑦

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝑦

)︂
= −2𝑎2𝜌(2𝑥𝑦) = −4𝑎2𝜌𝑥𝑦

由于以上两式相同, 所以已知二维速度场满足 N-S 方程, 即该二维速度 N-S 方程的
精确解.
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微微微分分分方方方程程程及及及其其其定定定解解解条条条件件件

微分方程及其定解条件: 例题

对𝑧方向压强梯度表达式积分, 可得流场的压强分布

𝑝 = −𝜌𝑔𝑧 + 𝑓(𝑥, 𝑦)

其中, 𝑓(𝑥, 𝑦) 是积分常数. 将上式对 𝑥 求导, 代入式𝑥方向压强梯度表达式, 得

𝜕𝑝

𝜕𝑥
=

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
= −2𝑎2𝜌

(︀
𝑥3 + 𝑥𝑦2

)︀
对𝑥积分，得

𝑓(𝑥, 𝑦) = −2𝑎2𝜌

(︂
𝑥4 + 2𝑥2𝑦2

4

)︂
+ 𝑓(𝑦)

𝑓(𝑦) 是积分常数. 将上式对 𝑦 求导, 代入式𝑦方向压强梯度表达式, 得

𝜕𝑝

𝜕𝑦
=

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
= −2𝑎2𝜌𝑥2𝑦 + 𝑓 ′(𝑦) = −2𝑎2𝜌

(︀
𝑥2𝑦 + 𝑦3

)︀
𝑓 ′(𝑦) = −2𝑎2𝜌𝑦3
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微微微分分分方方方程程程及及及其其其定定定解解解条条条件件件

微分方程及其定解条件: 例题

对𝑦积分，得

𝑓(𝑦) = −1

2
𝑎2𝜌𝑦4 + 𝐶

𝐶是积分常数. 将上式代人𝑓(𝑥, 𝑦), 再代人含𝑓(𝑥, 𝑦)的流场压强表达式, 得

𝑝 = −𝜌𝑔𝑧 − 1

2
𝑎2𝜌

(︀
𝑥4 + 2𝑥2𝑦2 + 𝑦4

)︀
+ 𝐶

上式便是压强分布表达式. 由于

𝑉 2 = 𝑢2 + 𝑣2 =
[︀
𝑎
(︀
𝑥2 − 𝑦2

)︀]︀2
+ (−2𝑎𝑥𝑦)2 = 𝑎2

(︀
𝑥4 + 2𝑥2𝑦2 + 𝑦4

)︀
那么，压强分布表达式可改写为

𝑝 = −𝜌𝑔𝑧 − 1

2
𝜌𝑉 2 + 𝐶, 或

𝑝

𝜌
+ 𝑔𝑧 +

1

2
𝑉 2 = 𝐶 ′
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总总总结结结与与与思思思考考考

提纲

1 流体流动的连续性方程

2 理想流体的能量方程

3 伯努利方程及其应用

4 动量方程与动量矩方程

5 微分方程及其定解条件

6 总结与思考
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总总总结结结与与与思思思考考考

习题作业

• 4-3 、4-5 、4-8 、4-11、4-14、4-15
• 4-24、4-29、4-33、4-34、4-35、4-39
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Thanks

Thanks!
Welcome Questions
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