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回顾: 描述流体流动的基本方程组 Navier-Stokes Equations

二阶非线性偏微分方程，难以得到解析解！ 简化后，可以得到解析解吗？
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• 兰姆（Lamb）运动微分方程
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从理想流体的欧拉运动方程，可以导出兰姆运动方程，而从后者
容易看出流动是否有旋。

由理想流体的欧拉运动方程

将随体导数展开得

6.1 定常欧拉运动微分方程的积分求解
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6.1 定常欧拉运动微分方程的积分求解

• 兰姆（Lamb）运动微分方程

将三个方向的加速度作同样处理，代入欧拉运动
方程，得兰姆运动方程：
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6.1 定常欧拉运动微分方程的积分求解

• 欧拉运动微分方程可积的条件

尽管欧拉方程或兰姆方程比N-S方程简单，但要进行积分求解还
要满足以下条件：

1、定常流动
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6.1 定常欧拉运动微分方程的积分求解

• 欧拉运动微分方程可积的条件

3、正压性流体
      即流体的密度只与压强有关

定义压强函数
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6.1 定常欧拉运动微分方程的积分求解

关于压强函数

1）不可压缩流体

𝜌 =
𝑝

𝑅𝑇
𝑃𝐹 = න

𝑑𝑝

𝜌
= 𝑅𝑇 ln 𝑝
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2）完全气体等温流动 

3）完全气体绝热流动

𝜌 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 𝑃𝐹 = න
𝑑𝑝

𝜌
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6.1 定常欧拉运动微分方程的积分求解

• 欧拉运动微分方程的积分求解 

1、无旋流动的欧拉积分

无旋流动时
角速度为零

兰姆方程变为
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上式分别乘dx、dy、dz再相加，得全微分式
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6.1 定常欧拉运动微分方程的积分求解

𝜕
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2
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积分后，得

constP
V

F =++
2

2

正压性的理想流体，在有势的质量力作用下，作定常的无旋
流动，在流场中任意位置，单位质量流体的机械能守恒。

——无旋流动欧拉积分

全微分式
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6.1 定常欧拉运动微分方程的积分求解

2、有旋流动的伯努利积分

取一段微元流线，在坐标上的投影为
dx、dy、dz，因定常流动流线、迹线
重合，有

d𝑥 = 𝑢d𝑡 d𝑦 = 𝑣d𝑡 𝑑𝑧 = 𝑤d𝑡

将兰姆方程分别
乘 dx、dy、dz，
有
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6.1 定常欧拉运动微分方程的积分求解

右边项相加，其和为零，可得
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3、伯努利方程

对不可压缩理想流体在重力场作用下的定常流动
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6.2 有旋流动的基本概念和定理 - 有旋流动和无旋流动 

根据流体微团在流动中是否旋转，可将流体的流动分为两类：有旋流动和无旋流动。 

数学表达式 

如果在整个流场中各处的流体微团均不绕自身轴线的旋转运动，则称为无旋流动。

流体在流动中，如果流场中有若干处流体微团具有绕通过其自身轴线的旋转运动，

则称为有旋流动。

有旋流动

无旋流动

0
2

1
== V




0
2

1
= V


当 

无旋流动 

有旋流动 

当 



SEU

6.2 有旋流动的基本概念和定理 - 有旋流动和无旋流动 

即当流场速度同时满足：𝜔𝑥 = 𝜔𝑦 = 𝜔𝑧 = 0，流动无旋
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需要指出的是，有旋流动和无旋流动仅由流体微团本身是否发生旋转来决定，而与流

体微团本身的运动轨迹无关。 

图（a）：流体微团的运动为旋转的圆周运动，但流体微团自身不旋转，流场为无旋流动；

图（b）：流体微团尽管在作直线运动，但流体微团在运动时自身旋转，流场为有旋流动。

（a） （b） 

无旋流动

有旋流动
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6.2 有旋流动的基本概念和定理 - 速度环量和旋涡强度

速度环量

 ==
K K

svsV dcosd 


速度环量是个标量，但具有正负号。

定义：在流场中任取封闭曲线 k。速度 Ԧ𝑣 沿该封闭曲线的线积分称为速度沿封闭曲

线 k 的环量，简称速度环量，用Γ表示，即

Ԧ𝑣 ——在封闭曲线上的速度矢量

𝛼——速度与该点上切线之间的夹角

速度v与该点上切
线之间的夹角 

在封闭曲线k上的
速度矢量 
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6.2 有旋流动的基本概念和定理 - 有旋流动和无旋流动 

➢ 速度环量的正负不仅与速度方向有关，而且与积分时所取的绕行方向

有关。

➢ 通常规定逆时针方向为K的正方向，即封闭曲线所包围的面积总在前进

方向左侧。

速度环量

速度v与该点上切
线之间的夹角 

在封闭曲线k上的
速度矢量 

➢ 当沿顺时针方向绕行时，公式应加

一负号。

➢ 实际上，速度环量所表征的是流体

质点沿封闭曲线K运动的总的趋势

的大小。流体的有旋性。
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6.2 有旋流动的基本概念和定理 - 有旋流动和无旋流动 

旋涡强度
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沿封闭曲线反时针方向ABCDA的速度环量
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6.2 有旋流动的基本概念和定理 - 斯托克斯定理 

涡旋强度

y
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沿封闭曲线反时针方向
ABCDA的速度环量

将速度各值代入上式，略去
高于一阶的无穷小各项，再
将旋转角速度公式代入

当封闭周线内有涡束时，沿封闭周线的速度环量等于该封闭周线内所有涡束的

旋涡强度之和。 

对面积积分

Ayx
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v
Γ zd2ddd =




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旋涡强度 I AI
n
d2d = = AI nd2 

𝜔𝑛— 𝜔 在微元面积 dA 的外法线上的分量

斯托克斯定理: 速度环量与旋转角速度（涡量）关系
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6.2 有旋流动的基本概念和定理 - 斯托克斯定理 
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涡量 以Ω表示之。它定义为单位面积上的速度环量，是一个矢量。
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➢ 在有旋流动中，流体运动速度的旋度称为涡量。

➢ 在流体流动中，如果涡量的三个分量中有一个不等于零，即为有旋流动。

➢ 如果在一个流动区域内各处的涡量或它的分量都等于零，也就是沿任何封闭曲线的

速度环量都等于零，则在这个区域内的流动一定是无旋流动。
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6.2 有旋流动的基本概念和定理 - 汤姆孙定理

详细证明
见P182-183
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6.2 有旋流动的基本概念和定理 - 汤姆孙定理
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6.2 有旋流动的基本概念和定理 - 亥姆霍兹第一定理
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6.2 有旋流动的基本概念和定理 - 亥姆霍兹第一定理
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6.2 有旋流动的基本概念和定理 - 亥姆霍兹第二/三定理
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6.3 速度势与流函数 - 有势流动  速度势

有势流动

上式是 𝑣𝑥𝑑𝑥 + 𝑣𝑦𝑑𝑦 + 𝑣𝑧𝑑𝑧 成为某一函数 𝜑 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡  的全微分的必要且充分的

条件，函数 𝜑 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡  称为速度势函数。  

不可压缩流体或可压缩流体作无旋流动时，总有速度势存在，故无旋流动也称有

势流动。
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势函数 𝜑 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡  的微分方程（以t为参数）
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6.3 速度势与流函数 - 有势流动  速度势

速度势的性质

① 速度沿三个坐标轴的分量等于速度势对于相应坐标的偏导数

③ 在有势流动中，速度势函数满足拉普拉斯方程（质量守恒）
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






zyx Example：P185 6－2

② 有势流动中沿一曲线的速度环量等于曲线终点与起点的速度势之差（和路径无关）
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6.3 速度势与流函数 - 流函数

流函数存在的条件

流函数

dyvdxvdy
y

dx
x

d xy +−=



+




=




x
v

y
v yx




−=




=



y

v

x

v yx




−=




0=




+





y

v

x

v yx
不可压缩流体的平面流动

上式是 vxdy-vydx 成为某一函数𝜓 𝑥, 𝑦 的全微分的必要且充分的条件

函数𝜓 𝑥, 𝑦 称为流函数。  

流函数𝜓 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 的微分方程
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6.3 速度势与流函数 - 流函数

流函数的性质

AB

B

A

B

A

B

A

yxyxyx

B

A

nV dxvdyvdl
dl

dx
v

dl

dy
vdlynvxnvdlvq  −=−=−+=+==    )()]([)],cos(),cos([

02

2

2

2

2

==



+








yx

x
v

y
v yx




−=




=



r
v

r
vr




−=




=








1
① 速度与流函数的关系

③ 在平面势流流动中，流函数满足二维拉普拉斯方程

② 在平面流动中，两条流线间通过的体积流量等于两条流线上的流函数值之差
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6.4 基本平面势流

均匀流

➢ 流体做等速直线运动，流场中各点速度的大小和方向都相同的流动成为均匀流

𝑣𝑥 = 𝜇∞

𝑣𝑦 = 0

𝜑 = 𝜇∞𝑥

𝜓 = 𝜇∞𝑦

𝑣𝑥 = 𝑣∞𝑐𝑜𝑠𝛼

𝑣𝑦 = 𝑣∞𝑠𝑖𝑛𝛼

𝜑 = 𝑣∞(𝑥𝑐𝑜𝑠𝛼 + 𝑦𝑠𝑖𝑛𝛼)

𝑣 = 𝑣∞(𝑦𝑐𝑜𝑠𝛼 − 𝑥𝑠𝑖𝑛𝛼)
𝛼

若等速均匀流平行于x轴

𝒗∞

𝒗∞
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6.4 基本平面势流

点源和点汇

➢ 源可以有正负。

➢ 正源是从流场上某一点有一定的

流量向四面八方流开去的一种流动。

➢ 负源（又名汇）是一种与正源流向相反的向心流动。

设源点或汇点位于坐标原点，则仅存在径向速度𝑣𝑟，无切向速度𝑣𝜃，流量为：

𝑄 = 2𝜋𝑟𝑣𝑟 𝑣𝑟 =
𝑄

2𝜋𝑟

𝜑 = න 𝑢𝑟𝑑𝑟 + 𝑢𝜃𝑟𝑑𝜃 = න
𝑄

2𝜋𝑟
𝑑𝑟 =

𝑄

2𝜋
𝐼𝑛𝑟 =

𝑄

2𝜋
𝐼𝑛 𝑥2 + 𝑦2

𝜓 = න 𝑢𝑟𝑟𝑑𝜃 − 𝑢𝜃𝑑𝑟 = න
𝑄

2𝜋𝑟
𝑟𝑑𝜃 =

𝑄

2𝜋
𝜃 =

𝑄

2𝜋
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛

𝑦

𝑥

𝑣𝜃 = 0

势函数

流函数
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6.4 基本平面势流

点源和点汇

−𝑄 = 2𝜋𝑟𝑣𝑟 𝑣𝑟 =
−𝑄

2𝜋𝑟

𝜑 = −
𝑄

2𝜋
𝐼𝑛𝑟 = −

𝑄

2𝜋
𝐼𝑛 𝑥2 + 𝑦2

𝜓 = −
𝑄

2𝜋
𝜃 = −

𝑄

2𝜋
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛

𝑦

𝑥

𝑣𝜃 = 0

➢ 流体从四周沿径向均匀流入一点（汇点）成为点汇，流入汇点的流量：

势函数

流函数
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6.4 基本平面势流

点涡

➢ 流体质点沿着同心圆的轨迹运动，且其速度大小与向径r成反比的流动成为点涡。

➢ 设点涡处位于坐标原点，设点涡的强度为Γ，则任一半径r处流体的速度可由斯

托克斯定理求得：

环流是圆周运动，但却不是有旋运动

𝑣𝑟 = 0𝑣𝜃 =
𝛤

2𝜋𝑟

势函数 𝜑 =
𝛤

2𝜋
𝜃 𝜓 =

𝛤

2𝜋
𝐼𝑛𝑟流函数

𝜃

𝑦

𝑥

𝑟

𝜑 𝜓
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6.5 基本平面势流的简单叠加

源和汇——偶极流

点汇和点涡的
复势分别为

叠加后
流动复势为

当源汇强度一
样且无限靠近

➢ 设源位于A点（-a,0），汇位于B点（a,0)

𝑊1 =
𝑄𝐴

2𝜋
𝐼𝑛 𝑧 + 𝑎 𝑊2 = −

𝑄𝐵

2𝜋
𝐼𝑛 𝑧 − 𝑎

𝑊 = 𝑊1 + 𝑊2 =
𝑄𝐴

2𝜋
𝐼𝑛 𝑧 + 𝑎 −

𝑄𝐵

2𝜋
𝐼𝑛 𝑧 − 𝑎

𝑊 = lim
2𝑎→0
𝑞→∞

2𝑎𝑞

2𝜋

𝐼𝑛 𝑧 + 𝑎 − 𝐼𝑛(𝑧 − 𝑎)

2𝑎
=

𝑀

2𝜋

𝑑

𝑑𝑧
𝐼𝑛𝑧 =

𝑀

2𝜋𝑧

𝑀 = lim
2𝑎→0
𝑞→∞

2𝑎𝑞M为常数 汇将源中流出的流体全部吸掉而不发生任何流动

𝑊 =
1

2𝜋

𝑀

𝑟𝑒𝑖𝜃
=

1

2𝜋

𝑀

𝑟
𝑒−𝑖𝜃 =

1

2𝜋

𝑀

𝑟
(𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑖𝑠𝑖𝑛𝜃)

𝜃

𝑧

𝑟

𝑂

+𝑞 −𝑞

𝐴(−𝑎, 0) 𝐵(𝑎, 0)

𝑦

𝑥
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6.5 基本平面势流的简单叠加

源和汇——偶极流

➢ 设源位于A点（-a,0），汇位于B点（a,0)

势函数 流函数𝜑 =
𝑀

2𝜋𝑟
𝑐𝑜𝑠𝜃 𝜓 = −

𝑀

2𝜋𝑟
𝑠𝑖𝑛𝜃

等势线 𝜑 =
𝑀

2𝜋𝑟
𝑐𝑜𝑠𝜃 = 𝐶 =

𝑀

2𝜋𝑟

𝑥

𝑟2 =
𝑀

2𝜋𝑟

𝑥

𝑥2 + 𝑦2

同理得
流线

(𝑥 − 𝐶1)2+𝑦2 = 𝐶1
2

一簇圆心在x轴上与y轴在原点相切的圆

𝑥2 + 𝑦 − 𝐶2
2 = 𝐶2

2

一簇圆心在y轴上与x轴在原点相切的圆
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6.5 基本平面势流的简单叠加

点汇和点涡——螺旋流

波
轮
洗
衣
机

屋
顶
通
风
器

旋
流
除
尘
器

螺
旋
桨
尾
迹

水
体
中
旋
涡
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6.5 基本平面势流的简单叠加

点汇和点涡——螺旋流

➢ 流体自外沿圆周切向进入，又从中央不断流出，这样的流动可以近似地看成是点

汇和点涡的叠加。例如在旋风燃烧室、离心式喷油嘴和离心式除尘器等设备中。

𝑊1 = −
𝑄

2𝜋
𝐼𝑛𝑧

点汇和点涡的
复势分别为

𝑊2 =
𝛤

2𝜋𝑖
𝐼𝑛𝑧

叠加后
流动复势为

𝑊 = 𝑊1 + 𝑊2 = −
𝑄 + 𝑖𝛤

2𝜋
𝐼𝑛𝑧 = −

𝑄 + 𝑖𝛤

2𝜋
𝐼𝑛 𝐼𝑛𝑟 + 𝑖𝜃

势函数

流函数

𝜑 = −
1

2𝜋
𝑄𝐼𝑛𝑟 − 𝑖𝛤𝜃

𝜓 = −
1

2𝜋
𝑄𝜃 + 𝛤𝐼𝑛𝑟

𝜑
𝜓
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6.5 基本平面势流的简单叠加 点汇和点涡——螺旋流

解:
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6.5 基本平面势流的简单叠加 点汇和点涡——螺旋流

解:
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6.5 基本平面势流的简单叠加 兰金半体流
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6.5 基本平面势流的简单叠加 兰金半体流
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6.5 基本平面势流的简单叠加 兰金半体流
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6.5 基本平面势流的简单叠加 兰金半体流
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6.6 平行流绕圆柱体的流动

圆柱体无环量绕流

𝑣𝑟 =
𝜕𝜑

𝜕𝑟
= 𝑣∞ 1 −

𝑟0
2

𝑟2 𝑐𝑜𝑠𝜃

速度分布

压强分布

𝑣𝜃 =
1

𝑟

𝜕𝜑

𝜕𝜃
= −𝑣∞ 1 +

𝑟0
2

𝑟2 𝑠𝑖𝑛𝜃

当𝑟 → ∞时

当𝑟 = 𝑟0时

𝑣𝑟 = 𝑣∞𝑐𝑜𝑠𝜃, 𝑣𝜃 = −𝑣∞𝑠𝑖𝑛𝜃
无穷远处
为均匀流

𝑣𝑟 = 0, 𝑣𝜃 = −2𝑣∞𝑠𝑖𝑛𝜃
圆柱面只
有切速度

𝑝

𝜌
+

𝑣2

2
=

𝑝∞

𝜌
+

𝑣∞
2

2
𝑝 = 𝑝∞ +

1

2
𝜌𝑣∞

2 1 − 4𝑠𝑖𝑛2𝜃

由伯努利方程计算

𝐶𝑝 =
𝑝 − 𝑝∞

1
2 𝜌𝑣∞

2
= 1 − 4𝑠𝑖𝑛2𝜃

代入圆柱表面速度

压强系数

圆柱面量纲一的压强系数与半径、无穷远处速度和压强均无关

r=r0
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6.6 平行流绕圆柱体的流动

圆柱体有环量绕流

➢ 让圆柱体以等角速度 𝜔 绕起轴心顺时针旋转，成为均匀流、偶极子流和点涡叠加。

叠加复势为 𝑊 = 𝑊1 + 𝑊2 + 𝑊3 = 𝑣∞𝑧 +
𝑀

2𝜋𝑧
+

𝛤

2𝜋𝑖
𝐼𝑛𝑧

𝜓 = 0, 𝑟 = 𝑟0

𝑀 = 2𝜋𝑣∞𝑟0
2

势函数

流函数

𝜑 = 𝑣∞ 1 +
𝑟0

2

𝑟2 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃 +
𝛤

2𝜋
𝜃

𝜓 = 𝑣∞ 1 −
𝑟0

2

𝑟2 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃 −
𝛤

2𝜋
𝐼𝑛𝑟

𝑣𝑟 = 𝑣∞ 1 +
𝑟0

2

𝑟2 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃 +
𝛤

2𝜋
𝜃

速度分布
𝑃(𝑟, 𝜃)

𝑣𝜃 = −𝑣∞ 1 −
𝑟0

2

𝑟2
𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃 −

𝛤

2𝜋
𝐼𝑛𝑟
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6.6 平行流绕圆柱体的流动

圆柱体有环量绕流

𝑣𝑟 = 0当r=r0时 𝑣𝜃 = −2𝑣∞sin𝜃 +
𝛤

2𝜋𝑟0

驻点的位置 sin𝜃 = −
𝛤

4𝜋𝑟0𝑣∞

A B
A B A(B)

A(B)

𝛤 = 0 𝛤 < 4𝜋𝑟0𝑣∞ 𝛤 = 4𝜋𝑟0𝑣∞ 𝛤 > 4𝜋𝑟0𝑣∞

𝛤 < 0 𝛤 < 0 𝛤 < 0

压强分布 𝑝 = 𝑝∞ +
1

2
𝜌 𝑣∞

2 − −2𝑣∞sin𝜃 +
𝛤

2𝜋𝑟0 代入圆柱表面速度

令 𝑣𝜃 = 0 
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6.6 平行流绕圆柱体的流动 库塔-茹科夫斯基(Kutta-Joukowsky)公式
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Thanks!
感谢关注 敬请指导

www.MesoLab.net

电邮：dksun@seu.edu.cn

东南大学机械工程学院

孙东科

http://www.mesolab.net/
mailto:dksun@seu.edu.cn
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