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理想可压缩流体的流动

1 流体的热力学性质

2 可压缩流动的基本方程

3 小扰动传播方程和音速

4 一维定常等熵流动

5 喷管中的等熵流动

6 有摩擦的绝热管流

7 超音速气流绕流与激波

8 激波前后气体参数的关系

9 喷管在非设计工况下流动
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理想可压缩流体的流动

D𝜌

D𝑡
̸= 0, 𝜌 ̸= const

可压缩流动

形成流体力学的一个分支 《空气动力学》《气体动力学》

𝑀𝑎 < 1 ⇒ 亚音速流动

𝑀𝑎 > 1 ⇒ 超音速流动

𝑀𝑎 = 1 ⇒ 音速流动

𝑀𝑎 > 5 ⇒ 高超音速流动

跨音速流动：
流速在音速附近，流场内亚音
速流和超音速流并存的流动。

𝑀𝑎 → 𝑀𝑎
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流流流体体体的的的热热热力力力学学学性性性质质质

理想可压缩流体的流动

1 流体的热力学性质

2 可压缩流动的基本方程

3 小扰动传播方程和音速

4 一维定常等熵流动

5 喷管中的等熵流动

6 有摩擦的绝热管流

7 超音速气流绕流与激波

8 激波前后气体参数的关系

9 喷管在非设计工况下流动
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流流流体体体的的的热热热力力力学学学性性性质质质

流体的热力学性质――状态方程

对于只含一种组分的简单系统, 只需给定两个相互独立的状态参数就
可以完全确定它的状态

𝑝 = 𝑝(𝜌, 𝑇 ), 𝑒 = 𝑒(𝜌, 𝑇 )

单组分系统可压缩流动, 可以用完全气体状态方程

𝑝 = 𝜌𝑅𝑇, 𝑅 =
𝜆

𝑀

式中, 𝑅 是气体常数, 𝜆 普适气体常数, 𝑀 气体的相对分子质量。

普适气体常数 𝜆 = 8314 J/(kg ·K)。对于空气, 可取 𝑀 = 28.97, 则

𝑅 = 8314/28.97 J/(kg ·K) = 286.99 J/(kg ·K)
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流流流体体体的的的热热热力力力学学学性性性质质质

流体的热力学性质――焓与比热容

定义热力学状态参数――焓（比焓）,

ℎ := 𝑒+
𝑝

𝜌
= 𝑒+ 𝑝𝑣 ← 𝑣: 比容, 单位质量流体的体积

由焓和内能可以定义定压比热容和定容比热容, 有

• 定压比热容 𝑐𝑝 = (𝜕ℎ/𝜕𝑇 )𝑝 • 定容比热容 𝑐𝑉 = (𝜕𝑒/𝜕𝑇 )𝑉

对于完全气体, ℎ = ℎ(𝑇 ), 𝑒 = 𝑒(𝑇 )

它们与焓和内能的关系可写为

dℎ = 𝑐𝑝d𝑇, d𝑒 = 𝑐𝑉 d𝑇

考虑到𝑝 = 𝜌𝑅𝑇 ⇒ ℎ = 𝑒+𝑅𝑇 , 两侧取微分, 得

dℎ = d𝑒+𝑅d𝑇
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流流流体体体的的的热热热力力力学学学性性性质质质

流体的热力学性质――焓与比热容

将 dℎ = 𝑐𝑝d𝑇, d𝑒 = 𝑐𝑉 d𝑇 代入 dℎ = d𝑒+𝑅d𝑇 可得

𝑐𝑝d𝑇 = 𝑐𝑉 d𝑇 +𝑅d𝑇 ⇒ 𝑐𝑝 − 𝑐𝑉 = 𝑅

这表明，完全气体比定压热容与比定容热容随温度的变化率相同。

𝛾 =
𝑐𝑝
𝑐𝑉

称为比热容比。

比定容热容和比定压热容又可分别表示为

𝑐𝑉 =
𝑅

𝛾 − 1
, 𝑐𝑝 =

𝛾𝑅

𝛾 − 1

对于空气, 通常取 𝛾 = 1.4。于是

𝑐𝑉 = 717 m2/
(︀
s2 ·K

)︀
, 𝑐𝑝 = 1004 m2/

(︀
s2 ·K

)︀
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流流流体体体的的的热热热力力力学学学性性性质质质

流体的热力学性质――𝑇d𝑠 关系式

对于可逆过程 d𝑆 =
𝛿𝑄

𝑇
, 那么计算熵增的关系式可表示为

𝑇d𝑠 = d𝑞

依据热力学第一定理, d𝑒 = d𝑞 − 𝑝d𝑣。于是

𝑇d𝑠 = d𝑒+ 𝑝d𝑣

把 dℎ = d(𝑒+ 𝑝𝑣) = d𝑒+ 𝑝d𝑣 + 𝑣d𝑝 代入上式, 可得

𝑇d𝑠 = dℎ−𝑣d𝑝 单位质量
======⇒

𝜌𝑣=1
𝑇d𝑠 = dℎ− 1

𝜌
d𝑝 ⇒ dℎ = 𝑇d𝑠+

1

𝜌
d𝑝

• 这两个计算熵增的关系式可以应用于不可逆过程。这因为

• 它们是热力学状态参数之间的关系式, 对任何过程都成立。
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流流流体体体的的的热热热力力力学学学性性性质质质

流体的热力学性质――焓与比热容

对 𝑇d𝑠 = d𝑒+ 𝑝d𝑣 两侧同除以 𝑇 , 并注意到 𝑣 = 1/𝜌, 有

𝑝 = 𝜌𝑅𝑇
d𝑒 = 𝑐𝑉 d𝑇

⇒ d𝑠 =
d𝑒

𝑇
+

𝑝

𝑇
d

(︂
1

𝜌

)︂
= 𝑐𝑉

d𝑇

𝑇
−𝑅

d𝜌

𝜌

积分上式
=======⇒ 𝑠2 − 𝑠1 = 𝑐𝑉 ln

(︂
𝑇2

𝑇1

)︂
−𝑅 ln

(︂
𝜌2
𝜌1

)︂
𝑐𝑝 − 𝑐𝑉 = 𝑅
=======⇒ 𝑠2 − 𝑠1 = 𝑐𝑝 ln

(︂
𝑇2

𝑇1

)︂
−𝑅 ln

(︂
𝑝2
𝑝1

)︂
对于等熵过程 𝑠1 = 𝑠2, 则由上两式可得

𝑝2
𝑝1

=

(︂
𝜌2
𝜌1

)︂𝛾

=

(︂
𝑇2

𝑇1

)︂𝛾/(𝛾−1) 声速𝑎=
√︁
(𝑝
𝜌)𝑠

=========⇒
且待稍后介绍

𝑝2
𝑝1

=

(︂
𝑎2
𝑎1

)︂2𝛾/(𝛾−1)
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可可可压压压缩缩缩流流流动动动的的的基基基本本本方方方程程程

理想可压缩流动的控制方程

控制方程（忽略质量力）

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+∇ · (𝜌𝑢) = 0

𝜌
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝜌(𝑢 · ∇)𝑢 = −∇𝑝

𝜌
𝜕𝑒

𝜕𝑡
+ 𝜌(𝑢 · ∇)𝑒 = −𝑝∇ · 𝑢+∇(𝑘∇𝑇 )

𝑝 = 𝑝(𝜌, 𝑇 ) 𝑒 = 𝑒(𝜌, 𝑇 )

未知量 ⇒ 𝑢, 𝑝, 𝜌, 𝑒, 𝑇

边界条件（忽略质量力）

速度边界条件 ⇒
𝑢 · 𝑛 = 0

温度边界条件 ⇒
𝑇1 = 𝑇2

热流密度条件 ⇒(︂
𝑘
𝜕𝑇

𝜕𝑛

)︂
1

=

(︂
𝑘
𝜕𝑇

𝜕𝑛

)︂
2
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可可可压压压缩缩缩流流流动动动的的的基基基本本本方方方程程程

等熵流动――热力学过程等熵关系式

由能量方程 𝜌
𝜕𝑒

𝜕𝑡
+ 𝜌(𝑢 ·∇)𝑒 = −𝑝∇·𝑢+∇(𝑘∇𝑇 )忽略导热影响可得

𝜌
D𝑒

D𝑡
= −𝑝∇ · 𝑢

对于完全气体, 有状态方程 𝑝 = 𝜌𝑅𝑇。那么

D𝑒

D𝑡
=

d𝑒

d𝑇

D𝑇

D𝑡
= 𝑐𝑉

D𝑇

D𝑡
= 𝑐𝑉

D

D𝑡

(︂
𝑝

𝜌𝑅

)︂
⇒ 𝜌𝑐𝑉

D

D𝑡

(︂
𝑝

𝜌𝑅

)︂
= −𝑝∇ · 𝑢

由连续方程
𝜕𝜌

𝜕𝑡
+∇ · (𝜌𝑢) = 0, 可得

∇ · 𝑢 = −1
𝜌

D𝜌

D𝑡
⇒ 𝜌𝑐𝑉

D

D𝑡

(︂
𝑝

𝜌𝑅

)︂
=

𝑝

𝜌

D𝜌

D𝑡
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可可可压压压缩缩缩流流流动动动的的的基基基本本本方方方程程程

等熵流动――热力学过程等熵关系式

把方程 𝜌𝑐𝑉
D

D𝑡

(︂
𝑝

𝜌𝑅

)︂
=

𝑝

𝜌

D𝜌

D𝑡
左边的求导展开，得

𝜌𝑐𝑉
𝑅

(︂
1

𝜌

D𝑝

D𝑡
− 𝑝

𝜌2
D𝜌

D𝑡

)︂
=

𝑝

𝜌

D𝜌

D𝑡
⇒ 𝑐𝑉

𝑅

D𝑝

D𝑡
− 𝑐𝑉 𝑝

𝑅𝜌

D𝜌

D𝑡
=

𝑝

𝜌

D𝜌

D𝑡

⇒ 1

𝑝

D𝑝

D𝑡
− 1

𝜌

D𝜌

D𝑡
=

𝑅

𝜌𝑐𝑉

D𝜌

D𝑡
⇒ 1

𝑝

D𝑝

D𝑡
=

(︂
1 +

𝑅

𝑐𝑉

)︂
1

𝜌

D𝜌

D𝑡

⇒ 1

𝑝

D𝑝

D𝑡
=

𝛾

𝜌

D𝜌

D𝑡
with 𝛾 = 1 +

𝑅

𝑐𝑉
=

𝑐𝑝
𝑐𝑉

, 𝑅 = 𝑐𝑝 − 𝑐𝑉 .

于是
D

D𝑡
(ln 𝑝) =

D

D𝑡
(ln 𝜌𝛾) ⇒ D

D𝑡

(︂
ln

𝑝

𝜌𝛾

)︂
= 0 ⇒ 𝑝

𝜌𝛾
= 𝐶
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可可可压压压缩缩缩流流流动动动的的的基基基本本本方方方程程程

等熵流动――热力学过程等熵关系式

𝑝

𝜌𝛾
= 𝐶 ⇒ 热力学过程等熵关系式

定常流动时沿流线保持不变

适适适用用用条条条件件件

1 定常流动

2 理想流体（无不可逆损失）

3 无导热（绝热）

4 沿流线，沿流线熵为常数

Δ𝑠 = 𝑐𝑉 ln
𝑇

𝑇0
+𝑅 ln

𝜌

𝜌0
= 0

Δ𝑠 = 𝑐𝑝 ln
𝑇

𝑇0
−𝑅 ln

𝑝

𝑝0
= 0
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小小小扰扰扰动动动传传传播播播方方方程程程和和和音音音速速速

理想可压缩流体的流动

1 流体的热力学性质

2 可压缩流动的基本方程

3 小扰动传播方程和音速

4 一维定常等熵流动

5 喷管中的等熵流动

6 有摩擦的绝热管流

7 超音速气流绕流与激波

8 激波前后气体参数的关系

9 喷管在非设计工况下流动
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1962年3月23日，美国宇航局在测试跨音速风洞中的X-15模型冲击波



小小小扰扰扰动动动传传传播播播方方方程程程和和和音音音速速速

小扰动传播的控制方程

考虑一维小扰动或平面小扰动在静止的完全气体中的传播。

假设扰动传播速度足够大, 流动中导热可以忽略, 即流动过程绝热

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝑥
(𝜌𝑢) = 0

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= −1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑥

D

D𝑡

(︂
𝑝

𝜌𝛾

)︂
= 0

对于等熵流动，𝑝/𝜌𝛾 沿流动方向为常数，即 𝑝 = 𝑝(𝜌)。于是，动量
方程中的压强梯度项可表示为

𝜕𝑝

𝜕𝑥
=

d𝑝

d𝜌

𝜕𝜌

𝜕𝑥
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小小小扰扰扰动动动传传传播播播方方方程程程和和和音音音速速速

小扰动传播的控制方程

动量方程可改写为

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

1

𝜌

d𝑝

d𝜌

𝜕𝜌

𝜕𝑥
= 0

连续方程可展开为
𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝜌

𝜕𝑥
+ 𝜌

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 0

通过后流场的瞬时变量可表示为上述常数量与扰动量之和的形式, 即

𝑝 = 𝑝0 + 𝑝′, 𝜌 = 𝜌0 + 𝜌′, 𝑢 = 𝑢0 + 𝑢′

上式中 𝜌′/𝜌0, 𝑝
′/𝑝0 以及 𝑢′ 都是小量。

将上述各式代入连续方程和动量方程, 可得新的形式。
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小小小扰扰扰动动动传传传播播播方方方程程程和和和音音音速速速

小扰动传播的控制方程

连续方程和动量方程的新形式（含小量形式）

𝜕𝜌′

𝜕𝑡
+ 𝑢′

𝜕𝜌′

𝜕𝑥
+ (𝜌0 + 𝜌′)

𝜕𝑢′

𝜕𝑥
= 0,

𝜕𝑢′

𝜕𝑡
+ 𝑢′

𝜕𝑢′

𝜕𝑥
+

(︂
1

𝜌0 + 𝜌

)︂
d𝑝

d𝜌

𝜕𝜌′

𝜕𝑥
= 0

忽略高阶小量, 即扰动量的乘积项, 上两方程可简化为线性形式

𝜕𝜌′

𝜕𝑡
+ 𝜌0

𝜕𝑢′

𝜕𝑥
= 0,

𝜕𝑢′

𝜕𝑡
+

1

𝜌0

(︂
d𝑝

d𝜌

)︂
0

𝜕𝜌′

𝜕𝑥
= 0

式中

(︂
d𝑝

d𝜌

)︂
0

表示
d𝑝

d𝜌
作泰勒级数展开后的第一项, 下标“0”表示

d𝑝

d𝜌
在未受扰动的气体即静止气体中的取值。
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小小小扰扰扰动动动传传传播播播方方方程程程和和和音音音速速速

小扰动传播的控制方程――波动方程

连续方程和动量方程的新形式（含小量形式）

𝜕𝜌′

𝜕𝑡
+ 𝑢′

𝜕𝜌′

𝜕𝑥
+ (𝜌0 + 𝜌′)

𝜕𝑢′

𝜕𝑥
= 0,

𝜕𝑢′

𝜕𝑡
+ 𝑢′

𝜕𝑢′

𝜕𝑥
+

(︂
1

𝜌0 + 𝜌

)︂
d𝑝

d𝜌

𝜕𝜌′

𝜕𝑥
= 0

上述第一个方程对 𝑡 求偏导, 第二个方程对 𝑥 求偏导, 则可消去 𝑢′

𝜌0
𝜕2𝑢′

𝜕𝑥𝜕𝑡
= −𝜕

2𝜌′

𝜕𝑡2
= −

(︂
d𝜌

d𝜌

)︂
0

𝜕2𝜌′

𝜕𝑥2
⇒ 𝜕2𝜌′

𝜕𝑡2
−
(︂
d𝑝

d𝜌

)︂
0

𝜕2𝜌′

𝜕𝑥2
= 0

采用同样的方法消去 𝜌′, 则速度扰动量 𝑢′ 满足的方程为

𝜕2𝑢′

𝜕𝑡2
−
(︂
d𝑝

d𝜌

)︂
0

𝜕2𝑢′

𝜕𝑥2
= 0
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小小小扰扰扰动动动传传传播播播方方方程程程和和和音音音速速速

小扰动传播的控制方程――波动方程

整理可得一维的波动方程

𝜕2𝜌′

𝜕𝑡2
−
(︂
d𝑝

d𝜌

)︂
0

𝜕2𝜌′

𝜕𝑥2
= 0,

𝜕2𝑢′

𝜕𝑡2
−
(︂
d𝑝

d𝜌

)︂
0

𝜕2𝑢′

𝜕𝑥2
= 0

上述方程有着相同形式的解。密度扰动 𝜌′的解可写为

𝜌′ = 𝑓

(︃
𝑥−

√︃(︂
d𝑝

d𝜌

)︂
0

𝑡

)︃
+ 𝑔

(︃
𝑥+

√︃(︂
d𝑝

d𝜌

)︂
0

𝑡

)︃

式中，𝑓 和 𝑔 是任意形式的可微函数。这两个函数的具体形式由初
始条件和边界条件确定。
注意：将上式代入密度波动方程即可验证上式正是波动方程的解。
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小小小扰扰扰动动动传传传播播播方方方程程程和和和音音音速速速

小扰动传播的控制方程――函数 𝑓 的物理意义

波波波动动动方方方程程程的的的解解解

𝜌′ = 𝑓

(︃
𝑥−

√︃(︂
d𝑝

d𝜌

)︂
0

𝑡

)︃
+ 𝑔

(︃
𝑥+

√︃(︂
d𝑝

d𝜌

)︂
0

𝑡

)︃

令
𝜌′ = 𝑓

(︃
𝑥−

√︃(︂
d𝑝

d𝜌

)︂
0

𝑡

)︃
上式表示一个扰动（或一个波）。

在 𝑥− 𝑡 平面上，初始扰动波形为 𝜌′ = 𝑓(𝑥)。

在 𝑡 时刻, 波形状不变, 但波上所有点都向右移动了
√︂(︁

d𝑝
d𝜌

)︁
0
𝑡 的距离。
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小小小扰扰扰动动动传传传播播播方方方程程程和和和音音音速速速

小扰动传播的控制方程――函数 𝑓 的物理意义

波波波动动动方方方程程程的的的解解解

𝜌′ = 𝑓

(︃
𝑥−

√︃(︂
d𝑝

d𝜌

)︂
0

𝑡

)︃
+ 𝑔

(︃
𝑥+

√︃(︂
d𝑝

d𝜌

)︂
0

𝑡

)︃

于是，波上每一点（波本身）的传播速度都是

√︂(︁
d𝑝
d𝜌

)︁
0
。

• 因此，𝑓

(︂
𝑥−

√︂(︁
d𝑝
d𝜌

)︁
0
𝑡

)︂
代表以速度

√︂(︁
d𝑝
d𝜌

)︁
0
沿 𝑥 轴正方向传播的波，称右

行波 。

• 同样，𝑔

(︂
𝑥+

√︂(︁
d𝑝
d𝜌

)︁
0
𝑡

)︂
代表以速度

√︂(︁
d𝑝
d𝜌

)︁
0
沿 𝑥 轴负方向移动的波，称左

行波。
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小小小扰扰扰动动动传传传播播播方方方程程程和和和音音音速速速

小扰动传播的控制方程――音速

用 𝑎0 表示小扰动在未受扰动时静止气体中的运动速度

𝑎0 =

√︃(︂
d𝑝

d𝜌

)︂
0

无论是 𝜌′ 还是 𝑢′，其在静止气体中的传播速度都等于 𝑎0（音速）。

• 在小扰动的前提下，上式对运动气体而言也仍然成立。

• 去掉下标后, 可把 𝑎 理解为小扰动相对于运动气体的局部音速:

𝑎 =

√︃(︂
d𝑝

d𝜌

)︂
𝑠

下标“𝑠”表示求导在等熵条件下进行，因为小扰动传播过程等熵。
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小小小扰扰扰动动动传传传播播播方方方程程程和和和音音音速速速

小扰动传播的控制方程――音速

对于等熵过程，有

𝑝

𝜌𝛾
= 𝐶 ⇒ d𝑝

𝑝
= 𝛾

d𝜌

𝜌
⇒ d𝑝

d𝜌
= 𝛾

𝑝

𝜌

由完全气体状态方程 𝑝 = 𝜌𝑅𝑇，上式又可写为

d𝑝

d𝜌
= 𝛾𝑅𝑇 ⇒ 𝑎 =

√︀
𝛾𝑅𝑇 =

√︂
𝛾
𝑝

𝜌

由此可见, 小扰动在气体中的传播速度

1 一方面取决于气体的物理性质, 体现在不同的气体常数 𝛾 中,
2 另一方面也取决于当地绝对温度 𝑇。
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一一一维维维定定定常常常等等等熵熵熵流流流动动动

理想可压缩流体的流动

1 流体的热力学性质

2 可压缩流动的基本方程

3 小扰动传播方程和音速

4 一维定常等熵流动

5 喷管中的等熵流动

6 有摩擦的绝热管流

7 超音速气流绕流与激波

8 激波前后气体参数的关系

9 喷管在非设计工况下流动
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一一一维维维定定定常常常等等等熵熵熵流流流动动动

一维定常等熵流动

对于一维定常等熵流动，热力学变量如温度、压强和密度等与马赫
数之间存在简单而有用的关系式。

接下来，将从能量方程出发推导这些关系式。

流体系统每一部分的熵在运动过程中都保持不变的一种流动。

等熵流动

等熵流动要求每个流体质点的熵在流动过程中保持不变，即

d𝑆

d𝑡
=

𝜕𝑆

𝜕𝑡
+ 𝑢 · ∇𝑆 = 0

可逆的绝热流动都是等熵流动，不可逆的绝热流动则不等熵，即（由热力学第二
定律可知）熵总是增加 d𝑆/d𝑡 > 0。
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一一一维维维定定定常常常等等等熵熵熵流流流动动动

一维定常等熵流动 · 等熵流动

用熵表示的能量方程为

𝜌𝑇
d𝑆

d𝑡
= ∇ · (𝑘∇𝑇 ) + Φ

因此，要保持 d𝑆/d𝑡 = 0 必须使热传导项与黏性耗损项 Φ 正好抵消，这在实际上
是很难实现的。故而有时把等熵流动和可逆的绝热流动看成是等同的。从能量方
程可看出，忽略黏性和热传导的流体连续运动一定也是等熵流动。

由 ℎ = 𝑒+
𝑝

𝜌
⇒ 𝑇

D𝑠

D𝑡
=

Dℎ

D𝑡
− 1

𝜌

D𝑝

D𝑡
, 可得以焓表示的能量方程

𝜌
Dℎ

D𝑡
=

D𝑝

D𝑡
+∇ · (𝑘∇𝑇 ) + Φ ⇒

𝜌
Dℎ

D𝑡
=

𝜕𝑝

𝜕𝑡
+ 𝑢 · ∇𝑝+∇ · (𝑘∇𝑇 ) + Φ
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一一一维维维定定定常常常等等等熵熵熵流流流动动动

一维定常等熵流动 · 等熵流动

用熵表示的能量方程为

𝜌𝑇
d𝑆

d𝑡
= ∇ · (𝑘∇𝑇 ) + Φ

因此，要保持 d𝑆/d𝑡 = 0 必须使热传导项与黏性耗损项 Φ 正好抵消，这在实际上
是很难实现的。故而有时把等熵流动和可逆的绝热流动看成是等同的。从能量方
程可看出，忽略黏性和热传导的流体连续运动一定也是等熵流动。

由 ℎ = 𝑒+
𝑝

𝜌
⇒ 𝑇

D𝑠

D𝑡
=

Dℎ

D𝑡
− 1

𝜌

D𝑝

D𝑡
, 可得以焓表示的能量方程

𝜌
Dℎ

D𝑡
=

D𝑝

D𝑡
+∇ · (𝑘∇𝑇 ) + Φ ⇒

𝜌
Dℎ

D𝑡
=

𝜕𝑝

𝜕𝑡
+ 𝑢 · ∇𝑝+∇ · (𝑘∇𝑇 ) + Φ
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一一一维维维定定定常常常等等等熵熵熵流流流动动动

一维定常等熵流动

当忽略导热影响时，以焓表示的能量方程可简化为

𝜌
Dℎ

D𝑡
=

𝜕𝑝

𝜕𝑡
+ 𝑢 · ∇𝑝

动量方程 𝜌
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝜌(𝑢 · ∇)𝑢 = −∇𝑝 两侧同时点乘速度矢量 𝑢, 则

𝜌
D

D𝑡

(︂
1

2
𝑢 · 𝑢

)︂
= −𝑢 · ∇𝑝 上两式相加

=======⇒ 𝜌
D

D𝑡

(︂
ℎ+

1

2
𝑢 · 𝑢

)︂
=

𝜕𝑝

𝜕𝑡

对于定常流动,

𝜕𝑝

𝜕𝑡
= 0。于是

D

D𝑡

(︂
ℎ+

1

2
𝑢 · 𝑢

)︂
= 0 ⇒ ℎ+

1

2
𝑢 · 𝑢 = 𝐶
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一一一维维维定定定常常常等等等熵熵熵流流流动动动

一维定常等熵流动

ℎ+
1

2
𝑢 · 𝑢 = 𝐶 ⇒ 定常流动的动能和焓的总和沿流线为常数。

当动能减少时, 流体的焓必然增加。速度为零时的焓称为滞止焓 ℎ0。

于是， ℎ+
1

2
𝑢 · 𝑢 = 𝐶 可表示为 ℎ+

1

2
𝑢 · 𝑢 = ℎ0

对于完全气体 ℎ = 𝑐𝑝𝑇，在一维流动时 𝑢 · 𝑢 = 𝑢2，那么上式可写为

ℎ+
1

2
𝑢2 = ℎ0, 𝑐𝑝𝑇 +

1

2
𝑢2 = 𝑐𝑝𝑇0

式中 𝑇0 是滞止温度, 即流体速度沿着流线等熵滞止为零时的温度。
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一一一维维维定定定常常常等等等熵熵熵流流流动动动

一维定常等熵流动

将上述能量方程中的温度表示为无量纲形式,
𝑇0

𝑇
= 1 +

𝑢2

2𝑐𝑝𝑇
, 考虑到

𝑢2

𝑇
=

𝛾𝑅𝑢2

𝛾𝑅𝑇
=

𝛾𝑅𝑢2

𝑎2
= 𝛾𝑅𝑀2

𝑎 ,
𝑅

𝑐𝑝
=

𝛾 − 1

𝛾
⇒ 𝑇

𝑇0
=

(︂
1 +

𝛾 − 1

2
𝑀 2

𝑎

)︂−1
由等熵关系式

𝑝

𝑝0
=

(︂
𝜌

𝜌0

)︂𝛾

=

(︂
𝑇

𝑇0

)︂ 𝛾
𝛾−1

=

(︂
𝑎

𝑎0

)︂ 2𝛾
𝛾−1

可得压强与密度的无量纲表达式

𝑝

𝑝0
=

(︂
1 +

𝛾 − 1

2
𝑀 2

𝑎

)︂− 𝛾
𝛾−1

,
𝜌

𝜌0
=

(︂
1 +

𝛾 − 1

2
𝑀 2

𝑎

)︂− 1
𝛾−1

对于确定的一元定常等熵流动，滞止参考量 ℎ0, 𝑇0, 𝑝0, 𝜌0 均为常数。
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一一一维维维定定定常常常等等等熵熵熵流流流动动动

一维定常等熵流动 · 能量方程

将方程 𝑝 = 𝜌𝑅𝑇、𝛾 = 1 +
𝑅

𝑐𝑉
=

𝑐𝑝
𝑐𝑉
、𝑅 = 𝑐𝑝 − 𝑐𝑉 代入能量方程

𝑐𝑝𝑇 +
1

2
𝑢2 = ℎ0

可得

𝛾

𝛾 − 1

𝑝

𝜌
+

𝑢2

2
= const ⇒ 1

𝛾 − 1

𝑝

𝜌
+

𝑝

𝜌
+

𝑢2

2
= const

等号左边第一项为单位质量气体的内能, 即 𝑒 =
1

𝛾 − 1

𝑝

𝜌
.

一维定常等熵流动的能量方程的物理意义：在一维定常等熵流动中, 流动通道任一
截面上单位质量气体的内能、压强势能、动能之和保持为常数.
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一一一维维维定定定常常常等等等熵熵熵流流流动动动

一维定常等熵流动 · 能量方程

考虑气体音速表达式 𝑎 =
√
𝛾𝑅𝑇 , 能量方程又可写为

𝑎2

𝛾 − 1
+

𝑢2

2
= const

对于完全气体, 气流动能与内能之比为

𝑢2

2
𝑒

=

𝑢2

2
𝑅𝑇

𝛾 − 1

=
𝛾(𝛾 − 1)𝑢2

2𝑎2
=

𝛾(𝛾 − 1)

2
𝑀 2

𝑎

由此可见, 气体宏观流动动能与气体分子热运动内能之比与马赫数的
平方成正比。
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一一一维维维定定定常常常等等等熵熵熵流流流动动动

一维定常等熵流动 · 三种特定状态

𝛾

𝛾 − 1

𝑝

𝜌
+

𝑢2

2
= ℎ0

能量方程: 一般形式

𝑎2

𝛾 − 1
+

𝑢2

2
= ℎ0

能量方程: 音速形式
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一一一维维维定定定常常常等等等熵熵熵流流流动动动

一维定常等熵流动 · 三种特定状态

(1) 滞止状态: 气体动能全部转化为热能

𝛾

𝛾 − 1

𝑝

𝜌
+

𝑢2

2
=

𝛾

𝛾 − 1

𝑝0
𝜌0

=
𝑎20

𝛾 − 1
= ℎ0

(2) 最大速度状态: 压强降低到零、温度降低到零, 速度达最大值

𝛾

𝛾 − 1

𝑝

𝜌
+

𝑢2

2
=

𝑢2max

2
← 实际不可达到，仅具有理论意义

(3) 临界状态: 气体的流速等于当地音速

𝑎2

𝛾 − 1
+

𝑢2

2
=

𝑎*2

𝛾 − 1
+

𝑎*2

2
=

𝛾 + 1

𝛾 − 1

𝑎*2

2
← 以临界音速的形式

表示气体的总能量
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一维定常等熵流动 · 例题

例 : 已知空气流速 120 m/s, 温度 20∘C, 用毕托管测速时如把气体
看作不可压缩流体, 求计算流速与实际流速之比。

解解解: 如果认为流体是不可压缩流体, 则由不可压缩流体伯努利方程, 可
得滞止压强表达式

𝑝0 = 𝑝+
1

2
𝜌𝑢2

用毕托管测得 𝑝0 和 𝑝, 则计算流速为

𝑢calc =

√︃
2 (𝑝0 − 𝑝)

𝜌
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一一一维维维定定定常常常等等等熵熵熵流流流动动动

一维定常等熵流动 · 例题

由式
𝑝

𝑝0
=

(︂
1 +

𝛾 − 1

2
𝑀 2

𝑎

)︂−𝛾/(𝛾−1)
可得考虑可压缩性时的滞止压强

𝑝0 = 𝑝

(︂
1 +

𝛾 − 1

2
𝑀 2

𝑎

)︂ 𝛾
𝛾−1

当
𝛾 − 1

2
𝑀 2

𝑎 < 1（即马赫数较低）时上式可展开为（Taylor级数:

(1+𝑥)𝛼 = 1|𝑥=0+𝛼(1+𝑥|𝑥=0)
𝛼−1𝑥+ 1

2!𝛼(𝛼− 1)(1+𝑥|𝑥=0)
𝛼−2𝑥2+ ...）

𝑝0 = 𝑝

[︃
1 +

𝛾

𝛾 − 1

𝛾 − 1

2
𝑀2

𝑎 +
1

2

(︂
𝛾

𝛾 − 1

)︂(︂
𝛾

𝛾 − 1
− 1

)︂(︂
𝛾 − 1

2

)︂2

𝑀4
𝑎 + · · ·

]︃

= 𝑝
[︁
1 +

𝛾

2
𝑀2

𝑎 +
𝛾

8
𝑀4

𝑎 + · · ·
]︁
= 𝑝

[︂
1 +

𝛾

2
𝑀2

𝑎

(︂
1 +

1

4
𝑀2

𝑎 + · · ·
)︂]︂
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一一一维维维定定定常常常等等等熵熵熵流流流动动动

一维定常等熵流动 · 例题

考虑到 𝛾𝑀 2
𝑎 = 𝛾

𝑢2

𝑎2
= 𝛾

𝑢2

𝛾𝑝/𝜌
=

𝜌

𝑝
𝑢2,并令 𝜀 =

1

4
𝑀 2

𝑎 + · · · ,上式可写为

𝑝0 = 𝑝+
1

2
𝜌𝑢2(1+𝜀) ⇒ 𝑢 =

√︃
2 (𝑝0 − 𝑝)

(1 + 𝜀)𝜌
⇒ 𝑢calc

𝑢
=

√︁
2(𝑝0−𝑝)

𝜌√︁
2(𝑝0−𝑝)
(1+𝜀)𝜌

=
√
1 + 𝜀

题目给出的气流马赫数为

𝑀𝑎 =
𝑢√
𝛾𝑅𝑇

=
120√︀

1.4× 287× (273 + 20)
≈ 0.350

⇒ 𝜀 ≈ 1

4
𝑀 2

𝑎 =
1

4
× 0.3502 = 0.0305⇒ 𝑢calc

𝑢
=
√
1 + 0.0305 ≈ 1.015

通常在工程计算中, 当 𝑀 > 0.3 时就应当考虑压缩性的影响。
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喷喷喷管管管中中中的的的等等等熵熵熵流流流动动动

理想可压缩流体的流动

1 流体的热力学性质

2 可压缩流动的基本方程

3 小扰动传播方程和音速

4 一维定常等熵流动

5 喷管中的等熵流动

6 有摩擦的绝热管流

7 超音速气流绕流与激波

8 激波前后气体参数的关系

9 喷管在非设计工况下流动
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喷喷喷管管管中中中的的的等等等熵熵熵流流流动动动

喷管中的等熵流动――气流参数与截面的关系

气体在管道中的速度与管道截面大小的关系

由运动方程可得

𝑉 d𝑉 = −d𝑝
𝜌

= −d𝑝
d𝜌

d𝜌

𝜌
= −𝑎2d𝜌

𝜌
⇒ d𝜌

𝜌
= −𝑉

𝑎2
d𝑉 = −𝑀 2

𝑎

d𝑉

𝑉

代人连续性方程 𝜌𝐴𝑉 = 𝐶, 可得截面积变化率与速度变化率关系
d𝐴

𝐴
=
(︀
𝑀 2

𝑎 − 1
)︀ d𝑉
𝑉

对一维定常欧拉运动微分方程 𝑉 d𝑉 = −1
𝜌
d𝑝 两边同除以 𝑉 2, 有

d𝑉

𝑉
= − d𝑝

𝜌𝑉 2
= − d𝑝

𝜌𝑀 2
𝑎𝑎

2
= − 1

𝑀 2
𝑎

d𝑝

𝜌𝛾𝑝/𝜌
= − 1

𝛾𝑀 2
𝑎

d𝑝

𝑝
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喷喷喷管管管中中中的的的等等等熵熵熵流流流动动动

喷管中的等熵流动――气流参数与截面的关系

由上述两式可得截面积变化率与压强变化率关系

d𝐴

𝐴
=

1−𝑀 2
𝑎

𝛾𝑀 2
𝑎

d𝑝

𝑝

根据 𝑀𝑎 的大小, 上述公式
1 亚音速流动 (𝑀𝑎 < 1), 当压强降低时, 气流截面积减小 ⇒ 流速增
加, 由此条件可得到亚音速喷管。

2 超音速流动 (𝑀𝑎 > 1), 当压强降低时, 气流截面积增大 ⇒ 流速增
加, 由此条件可得到超音速喷管。

3 音速流动 (𝑀𝑎 = 1), 此时 d𝐴 = 0, 说明音速流动只发生在管道的
等截面部分。最小截面称为临界截面，也称为“喉部”。

d𝑉

𝑉
= − 1

𝛾𝑀 2
𝑎

d𝑝

𝑝
,

d𝑉

𝑉
=

1

𝑀 2
𝑎 − 1

d𝐴

𝐴
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喷喷喷管管管中中中的的的等等等熵熵熵流流流动动动

喷管中的等熵流动――气流参数与截面的关系

临界截面气流参数与滞止参数的关系

𝑇 * =
2

𝛾 + 1
𝑇0, 𝑝* =

(︂
2

𝛾 + 1

)︂ 𝛾
𝛾−1

𝑝0, 𝜌* =

(︂
2

𝛾 + 1

)︂ 1
𝛾−1

𝜌0

表: 三种𝑀𝑎条件下截面积变化对流动速度的影响规律

来流状况 马赫数
渐缩管中速度变
化趋势 d𝐴 < 0

等截面管中速度
变化趋势d𝐴 = 0

渐扩管中速度变
化趋势 d𝐴 > 0

亚音速 𝑀𝑎 < 1 加速流动 匀速流动 减速流动

音速 𝑀𝑎 = 1 来流不可能音速 匀速流动 来流不可能音速

超音速 𝑀𝑎 > 1 减速流动 匀速流动 加速流动
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喷喷喷管管管中中中的的的等等等熵熵熵流流流动动动

喷管中的等熵流动――喷管

ρ0p0 ρ0p0

ρ2p2 V2
ρ2p2 V2
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喷喷喷管管管中中中的的的等等等熵熵熵流流流动动动

喷管中的等熵流动――渐缩喷管

由能量方程得

𝛾

𝛾 − 1

𝑝0
𝜌0

=
𝛾

𝛾 − 1

𝑝2
𝜌2

+
𝑉 2
2

2

因
流动过
程等熵

⇒ 𝜌0
𝜌2

=

(︂
𝑝0
𝑝2

)︂ 1
𝛾

则喷管出口速度为

𝑉2 =

⎯⎸⎸⎷ 2𝛾

𝛾 − 1

𝑝0
𝜌0

[︃
1−

(︂
𝑝2
𝑝0

)︂𝛾−1
𝛾

]︃

⇒ 喷管质
量流量

𝑄𝑀 = 𝜌2𝐴2𝑉2 = 𝜌0

(︂
𝑝2
𝑝0

)︂ 1
𝛾

𝐴2

⎯⎸⎸⎷ 2𝛾

𝛾 − 1

𝑝0
𝜌0

[︃
1−

(︂
𝑝2
𝑝0

)︂𝛾−1
𝛾

]︃

= 𝜌0𝐴2

⎯⎸⎸⎷ 2𝛾

𝛾 − 1

𝑝0
𝜌0

[︃(︂
𝑝2
𝑝0

)︂ 2
𝛾

−
(︂
𝑝2
𝑝0

)︂𝛾+1
𝛾

]︃

Dongke Sun (Southeast University) Advanced Fluid Mechanics Inviscid Compressible Flows 48 / 78
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喷管中的等熵流动――渐缩喷管

由能量方程得

𝛾

𝛾 − 1

𝑝0
𝜌0

=
𝛾
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𝑉 2
2

2

因
流动过
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(︂
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⎯⎸⎸⎷ 2𝛾

𝛾 − 1

𝑝0
𝜌0

[︃
1−

(︂
𝑝2
𝑝0

)︂𝛾−1
𝛾

]︃

⇒ 喷管质
量流量

𝑄𝑀 = 𝜌2𝐴2𝑉2 = 𝜌0

(︂
𝑝2
𝑝0

)︂ 1
𝛾

𝐴2

⎯⎸⎸⎷ 2𝛾

𝛾 − 1

𝑝0
𝜌0

[︃
1−

(︂
𝑝2
𝑝0

)︂𝛾−1
𝛾

]︃

= 𝜌0𝐴2

⎯⎸⎸⎷ 2𝛾

𝛾 − 1

𝑝0
𝜌0

[︃(︂
𝑝2
𝑝0

)︂ 2
𝛾

−
(︂
𝑝2
𝑝0

)︂𝛾+1
𝛾

]︃
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喷喷喷管管管中中中的的的等等等熵熵熵流流流动动动

喷管中的等熵流动――渐缩喷管

当达到最大流量时的𝑝2，可由 d𝑄𝑀/d𝑝2 = 0 得到

𝑝2 = 𝑝* = 𝑝0

(︂
2

𝛾 + 1

)︂ 𝛾
𝛾−1

⇐ 此时 𝑝2 记为𝑝*

当出口截面上压强为临界压强时，流量达最大、出口速度为音速

𝑉2 = 𝑎* =

√︂
2𝛾

𝛾 + 1
𝑝0 ⇐ 此时 𝑉2 记为𝑎*

⇒
最大流量
或
临界流量

𝑄*𝑀 = 𝜌0𝐴2

⎯⎸⎸⎷ 2𝛾

𝛾 − 1

𝑝0
𝜌0

[︃(︂
2

𝛾 + 1

)︂ 2
𝛾−1

−
(︂

2

𝛾 + 1

)︂𝛾+1
𝛾−1

]︃

= 𝐴2

(︂
2

𝛾 + 1

)︂ 𝛾+1
2𝛾−2 √

𝛾𝑝0𝜌0
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喷喷喷管管管中中中的的的等等等熵熵熵流流流动动动

喷管中的等熵流动――缩放喷管

喷管任意截面上的质量流量可写成

𝑄𝑀 = 𝜌𝐴𝑉 = 𝜌𝐴𝑀𝑎

√︀
𝛾𝑅𝑇

临界流量 𝑄*𝑀 = 𝜌*𝐴*
√︀
𝛾𝑅𝑇 * 和流量比

𝑄𝑀

𝑄*𝑀
=

𝜌𝐴

𝜌*𝐴*

√︂
𝑇

𝑇 *
𝑀𝑎 = 1

代人临界参数公式

𝜌

𝜌0

(︂
2

𝛾 + 1

)︂− 1
𝛾−1 𝐴

𝐴*

√︂
𝛾 + 1

2

𝑇

𝑇0
𝑀𝑎 = 1

代人密度比、温度比公式, 得面积比与马赫数关系

𝐴

𝐴*
=

1

𝑀𝑎

[︂
2 + (𝛾 − 1)𝑀 2

𝑎

𝛾 + 1

]︂ 𝛾+1
2(𝛾−1)
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喷喷喷管管管中中中的的的等等等熵熵熵流流流动动动

喷管中的等熵流动――缩放喷管

例例例: 已知喷管入口处过热蒸汽的滞止参数为 𝑝0 = 30 × 105Pa, 𝑡0 =
500∘C, 质量流量为 𝑄𝑀 = 8.5 kg/s, 出口压强为 𝑝2 = 10× 105Pa。
过热蒸汽的气体常数为 𝑅 = 462J/kg ·K, 𝑝*/𝑝0 = 0.546, 𝛾 = 1.30。
设喷管内为等熵流动, 请确定喷管的直径。

解解解: 压强比为
𝑝2
𝑝0

=
1

3
< 0.546 =

𝑝*

𝑝0

说明在喉部已达临界状态, 需采用缩放喷管。

𝜌0 =
𝑝0
𝑅𝑇0

=
30× 105

462× (500 + 273)
kg/m3 = 8.40kg/m3
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喷喷喷管管管中中中的的的等等等熵熵熵流流流动动动

喷管中的等熵流动――缩放喷管

出口速度为 𝑉2 =

⎯⎸⎸⎷ 2𝛾

𝛾 − 1

𝑝0
𝜌0

[︃
1−

(︂
𝑝2
𝑝0

)︂ 𝛾−1
𝛾

]︃
= 833m/s

喉部临界速度为 𝑉 * =

√︂
2𝛾

𝛾 + 1

𝑝0
𝜌0

= 635m/s

喉部截面积为 𝐴* =
𝑄𝑀

𝜌*𝑉 * =
𝑄𝑀(︀

2
𝑘+1

)︀ 1
𝛾−1 𝜌0𝑉 *

= 0.00254m2

出口截面积为 𝐴2 =
𝑄𝑀

𝜌2𝑉2

=
𝑄𝑀

𝜌0

(︁
𝑝2
𝑝0

)︁ 1
𝛾
𝑉2

= 0.00283m2

喉部直径为 𝑑* =

√︂
4𝐴*

𝜋
= 0.0569m 出口直径为 𝑑2 =

√︂
4𝐴2

𝜋
= 0.0600m
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有有有摩摩摩擦擦擦的的的绝绝绝热热热管管管流流流

理想可压缩流体的流动

1 流体的热力学性质

2 可压缩流动的基本方程

3 小扰动传播方程和音速

4 一维定常等熵流动

5 喷管中的等熵流动

6 有摩擦的绝热管流

7 超音速气流绕流与激波

8 激波前后气体参数的关系

9 喷管在非设计工况下流动
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有有有摩摩摩擦擦擦的的的绝绝绝热热热管管管流流流

有摩擦的绝热管流――运动方程

由动量定量可得

𝑉 d𝑉 +
d𝑝

𝜌
+

4𝜏0 d𝑥

𝜌𝑑
= 0

管壁切向应力

𝜏0 =
Δ𝑝

4𝑙
𝑑

Δ𝑝 = 𝜌𝜆
𝑙

𝑑

𝑉 2

2

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ ⇒ 𝜏0 =
𝜆

8
𝜌𝑉 2

式中, 𝜆 为沿程阻力系数. 于是, 摩擦绝热的气体一维定常运动方程

𝑉 d𝑉 +
d𝑝

𝜌
+ 𝜆

𝑉 2

2

d𝑥

𝑑
= 0

式中第三项的意义为单位质量气体在微小管段 d𝑥 上的摩擦功。
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有有有摩摩摩擦擦擦的的的绝绝绝热热热管管管流流流

有摩擦的绝热管流――摩擦的影响

能量方程的适用条件为绝热，将 ℎ =
𝛾

𝛾 − 1

𝑝

𝜌

代入一维定常等熵流动能量方程 ℎ+
1

2
𝑉 2 = ℎ0

然后取微分可得
d𝑝

𝜌
=

𝑝

𝜌

d𝜌

𝜌
− 𝛾 − 1

𝛾
𝑉 d𝑉

根据连续性方程 𝜌𝐴𝑉 = const, 有
d𝜌

𝜌
= −d𝐴

𝐴
− d𝑉

𝑉

消去 d𝜌/𝜌, 可得 d𝑝

𝜌
=

(︂
𝑉 2

𝛾
− 𝑝

𝜌

)︂
d𝑉

𝑉
− 𝑝

𝜌

d𝐴

𝐴
− 𝑉 d𝑉
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有有有摩摩摩擦擦擦的的的绝绝绝热热热管管管流流流

有摩擦的绝热管流――摩擦的影响

带入摩擦绝热的气体一维定常运动方程(︂
𝑉 2

𝛾
− 𝑝

𝜌

)︂
d𝑉

𝑉
− 𝑝

𝜌

d𝐴

𝐴
+ 𝜆

d𝑥

𝑑

𝑉 2

2
= 0

两边同乘以 𝛾 ⇒
(︀
𝑉 2 − 𝑎2

)︀ d𝑉
𝑉
− 𝑎2

d𝐴

𝐴
+ 𝛾𝜆

d𝑥

𝑑

𝑉 2

2
= 0

或
(︀
𝑀 2

𝑎 − 1
)︀ d𝑉
𝑉

=
d𝐴

𝐴
− 𝜆

𝛾𝑀 2
𝑎

2

d𝑥

𝑑

在临界截面上 𝑀𝑎 = 1, 故有
d𝐴

𝐴
= 𝜆

𝛾

2

d𝑥

𝑑

不论来流是否超音速, 气流总在最小截面后的扩张段才能达到音速。
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有有有摩摩摩擦擦擦的的的绝绝绝热热热管管管流流流

有摩擦的绝热管流――马赫数沿管长的分布

由能量方程得
d𝑉

𝑉
= −dℎ

𝑉 2
= −

𝛾
𝛾−1𝑅d𝑇

𝑀 2
𝑎𝛾𝑅𝑇

= − 1

𝑀 2
𝑎 (𝛾 − 1)

d𝑇

𝑇

对 𝑉 2 = 𝑀 2
𝑎𝛾𝑅𝑇 求微分 ⇒ 2

d𝑉

𝑉
= 2

d𝑀𝑎

𝑀𝑎
+

d𝑇

𝑇

合并上述两式, 消去 d𝑇/𝑇 , 可得速度与马赫数关系
d𝑉

𝑉
=

d𝑀𝑎/𝑀𝑎

𝑀 2
𝑎 (𝛾 − 1)/2 + 1

由
(︀
𝑀 2

𝑎 − 1
)︀ d𝑉
𝑉

=
d𝐴

𝐴
− 𝜆

𝛾𝑀 2
𝑎

2

d𝑥

𝑑
可知, 对于等截面管道 d𝐴 = 0, 有(︀

𝑀 2
𝑎 − 1

)︀ d𝑉
𝑉

= −𝜆𝛾𝑀
2
𝑎

2

d𝑥

𝑑
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有有有摩摩摩擦擦擦的的的绝绝绝热热热管管管流流流

有摩擦的绝热管流――马赫数沿管长的分布

合并上述两式, 消去 d𝑉/𝑉 ⇒ 𝜆
d𝑥

𝑑
=

2
(︀
1−𝑀 2

𝑎

)︀
d𝑀𝑎

𝛾𝑀 3
𝑎

(︀
𝛾−1
2 𝑀 2

𝑎 + 1
)︀

对上式积分可得马赫数沿管长的分布。

积分限: 𝑥 = 0, 𝑀𝑎 = 𝑀𝑎𝑖; 𝑥 = 𝑙, 𝑀𝑎 = 𝑀𝑎𝑙。积分后令𝑀𝑎𝑙 = 𝑀𝑎, 有

𝜆
𝑙

𝑑
=

1

𝛾

(︂
1

𝑀 2
𝑎𝑖

− 1

𝑀 2
𝑎

)︂
+

𝛾 + 1

2𝛾
ln

[︂
𝑀 2

𝑎𝑖

𝑀 2
𝑎

(𝛾 − 1)𝑀 2
𝑎 + 2

(𝛾 − 1)𝑀 2
𝑎𝑖 + 2

]︂
当 𝑀𝑎 = 1 时, 管道长度达最大值, 有

𝜆
𝑙max

𝑑
=

1

𝛾

(︂
1

𝑀 2
𝑎𝑖

− 1

)︂
+

𝛾 + 1

2𝛾
ln

[︂
(𝛾 + 1)𝑀 2

𝑎𝑖

(𝛾 − 1)𝑀 2
𝑎𝑖 + 2

]︂
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有有有摩摩摩擦擦擦的的的绝绝绝热热热管管管流流流

有摩擦的绝热管流――气流参数沿管长的分布

以马赫数为变量, 绝热流动管内各温度之间的关系

𝑇0 = 𝑇𝑖

(︂
1 +

𝛾 − 1

2
𝑀 2

𝑎𝑖

)︂
= 𝑇

(︂
1 +

𝛾 − 1

2
𝑀 2

𝑎

)︂
任意管长处温度与进口温度之比为

𝑇

𝑇𝑖
=

1 +
𝛾 − 1

2
𝑀 2

𝑎𝑖

1 +
𝛾 − 1

2
𝑀 2

𝑎

由连续性方程 𝜌𝑉 = const ⇒ 𝜌𝑀𝑎

√
𝛾𝑅𝑇 = const, 有

𝑝𝑖
𝑅𝑇𝑖

𝑀𝑎𝑖

√︀
𝛾𝑅𝑇𝑖 =

𝑝

𝑅𝑇
𝑀𝑎

√︀
𝛾𝑅𝑇 ⇒ 𝑝

𝑝𝑖
=

𝑀𝑎𝑖

𝑀𝑎

√
𝛾𝑅𝑇𝑖√
𝛾𝑅𝑇
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有有有摩摩摩擦擦擦的的的绝绝绝热热热管管管流流流

有摩擦的绝热管流――气流参数沿管长的分布

于是，任意管长处压强与进口压强之比为

𝑝

𝑝𝑖
=

𝑀𝑎𝑖

𝑀𝑎

⎯⎸⎸⎸⎸⎷1 +
𝛾 − 1

2
𝑀 2

𝑎𝑖

1 +
𝛾 − 1

2
𝑀 2

𝑎

由完全气体状态方程, 可得密度之比为

𝜌

𝜌𝑖
=

𝑀𝑎𝑖

𝑀𝑎

⎯⎸⎸⎸⎸⎷ 1 +
𝛾 − 1

2
𝑀 2

𝑎

1 +
𝛾 − 1

2
𝑀 2

𝑎𝑖

把 𝑀𝑎 = 1 代人上述各关系式, 可得临界截面上的气流状态参数。
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有有有摩摩摩擦擦擦的的的绝绝绝热热热管管管流流流

有摩擦的绝热管流――临界截面上的气流状态参数

临界截面上温度与
进口温度之比

⇒ 𝑇 *

𝑇𝑖
=

2 + (𝛾 − 1)𝑀 2
𝑎𝑖

𝛾 + 1

临界截面上压强与
进口压强之比为

⇒ 𝑝*

𝑝𝑖
= 𝑀𝑎𝑖

√︃
2 + (𝛾 − 1)𝑀 2

𝑎𝑖

𝛾 + 1

临界截面上密度与
进口密度之比为

⇒ 𝜌*

𝜌𝑖
= 𝑀𝑎𝑖

√︃
𝛾 + 1

2 + (𝛾 − 1)𝑀 2
𝑎𝑖

以上各式中, 比热容比 𝛾 =
𝑐𝑝
𝑐𝑉

, 比定容热容和比定压热容分别为

𝑐𝑉 =
𝑅

𝛾 − 1
, 𝑐𝑝 =

𝛾𝑅

𝛾 − 1
. 对于空气, 通常取 𝛾 = 1.4.
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有摩擦的绝热管流――气流参数沿管长的分布

例例例: 空气在直径 𝑑 = 0.03m 的圆管中作绝热流动, 沿程阻力系
数 𝜆 = 0.02, 管道进口气流参数为 𝑀𝑎𝑖 = 0.2, 𝑇𝑖 = 280K, 𝑝𝑖 =
2 × 105Pa, 求气流达到临界状态的最大长度 𝑙max 及出口处的压强
𝑝*与温度 𝑇 *。

解解解:
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有有有摩摩摩擦擦擦的的的绝绝绝热热热管管管流流流

有摩擦的绝热管流――气流参数沿管长的分布

例例例: 空气在直径 𝑑 = 0.03m 的圆管中作绝热流动, 沿程阻力系
数 𝜆 = 0.02, 管道进口气流参数为 𝑀𝑎𝑖 = 0.2, 𝑇𝑖 = 280K, 𝑝𝑖 =
2 × 105Pa, 求气流达到临界状态的最大长度 𝑙max 及出口处的压强
𝑝*与温度 𝑇 *。

解解解: 管道进口处气流的速度为

𝑉𝑖 = 𝑀𝑎𝑖

√︀
𝛾𝑅𝑇𝑖 = 67.1m/s

最大长度为

𝑙max =
𝑑

𝜆𝛾

(︂
1

𝑀 2
𝑎𝑖

− 1

)︂
+

𝑑

𝜆

𝛾 + 1

2𝛾
ln

[︂
(𝛾 + 1)𝑀 2

𝑎𝑖

(𝛾 − 1)𝑀 2
𝑎𝑖 + 2

]︂
= 21.8m
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有有有摩摩摩擦擦擦的的的绝绝绝热热热管管管流流流

有摩擦的绝热管流――气流参数沿管长的分布

例例例: 空气在直径 𝑑 = 0.03m 的圆管中作绝热流动, 沿程阻力系
数 𝜆 = 0.02, 管道进口气流参数为 𝑀𝑎𝑖 = 0.2, 𝑇𝑖 = 280K, 𝑝𝑖 =
2 × 105Pa, 求气流达到临界状态的最大长度 𝑙max 及出口处的压强
𝑝*与温度 𝑇 *。

解解解: 出口处的压强为

𝑝* = 𝑝𝑖𝑀𝑎𝑖

√︃
(𝛾 − 1)𝑀 2

𝑎𝑖 + 2

𝛾 + 1
= 3.66× 104Pa

出口处的温度为

𝑇 * = 𝑇𝑖
(𝛾 − 1)𝑀 2

𝑎𝑖 + 2

𝛾 + 1
= 235K
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超超超音音音速速速气气气流流流绕绕绕流流流与与与激激激波波波

理想可压缩流体的流动

1 流体的热力学性质

2 可压缩流动的基本方程

3 小扰动传播方程和音速

4 一维定常等熵流动

5 喷管中的等熵流动

6 有摩擦的绝热管流

7 超音速气流绕流与激波

8 激波前后气体参数的关系

9 喷管在非设计工况下流动
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超超超音音音速速速气气气流流流绕绕绕流流流与与与激激激波波波

超音速气流绕凸壁面的流动 (膨胀波)

超音速气流在流动过程中遇到扰动点，就会将微小扰动波叠加起来形成马赫波。

由于气流通道略有增大，气流通过马赫波以后将发生微小的膨胀，速度有微小的
增加，压强、密度、温度有微小的降低，这种马赫波也称为微小膨胀波。

Dongke Sun (Southeast University) Advanced Fluid Mechanics Inviscid Compressible Flows 64 / 78



超超超音音音速速速气气气流流流绕绕绕流流流与与与激激激波波波

超音速气流绕凸钝角的膨胀波组

如果壁面𝐴点处的折转角为一
有限值 𝛿，形成一个有限的凸钝角，那么
气流将连续膨胀和偏转，产生无数条马赫波，形成
膨胀波组，如图所示。
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超超超音音音速速速气气气流流流绕绕绕流流流与与与激激激波波波

超音速气流沿多次折转的壁面的流动

当超音速气流沿着多次向外折转的壁面流动，则在每一个折转角处

都要产生一组膨胀波，气流会在每组膨胀波内发生膨胀、加速和偏
转，如图所示。
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超超超音音音速速速气气气流流流绕绕绕流流流与与与激激激波波波

超音速气流绕凹壁面的流动 (激波)

超音速气流绕凹壁面流动时，气流由于通道面积缩小而受到压缩将
产生激波。
当超音速气流经过凹曲壁时，曲面上的
每一点都是扰动源，将产生无数条马赫
波，如下图所示.

无数条马赫波将叠加形成一条强压缩波
面，气流通过强压缩波后将发生突变。
这个突跃面或强间断面被称为激波。

根据激波与气流方向的相对位置，可将
激波分为三种: 正激波、斜激波和曲线脱
体激波，如上图所示
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超音速气流绕凹壁面的流动 (激波)

超音速气流绕凹壁面流动时，气流由于通道面积缩小而受到压缩将
产生激波。
当超音速气流经过凹曲壁时，曲面上的
每一点都是扰动源，将产生无数条马赫
波，如下图所示.

无数条马赫波将叠加形成一条强压缩波
面，气流通过强压缩波后将发生突变。
这个突跃面或强间断面被称为激波。

根据激波与气流方向的相对位置，可将
激波分为三种: 正激波、斜激波和曲线脱
体激波，如上图所示
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超超超音音音速速速气气气流流流绕绕绕流流流与与与激激激波波波

超音速气流绕凹壁面的流动 (激波)

当超音速气流在有限折转角 𝛿 的
凹壁中流动时，便产生一条斜激
波𝐴𝐵，如右图所示。

激波与来流方向的夹角 𝛽 称为激
波角。

(a) (b)

当超音速气流流经有两倍折转角2𝛿的楔形物
体时，在其尖端处产生两条斜激波，如
图(a)所示。随着折转角的增大，楔形物体的
尖头变为钝头，斜激波就变为一条脱离钝头
物体的曲线脱体激波，如图(b)所示。
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超超超音音音速速速气气气流流流绕绕绕流流流与与与激激激波波波

正激波与斜激波的形成

激波面与气流方向垂直的激波称为正激波。激波面与气流的夹角称为激波角。

正激波的激波角为直角，管道中发生的平面激波或强爆炸产生的球形激波都是正激波。
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激激激波波波前前前后后后气气气体体体参参参数数数的的的关关关系系系

理想可压缩流体的流动

1 流体的热力学性质

2 可压缩流动的基本方程

3 小扰动传播方程和音速

4 一维定常等熵流动

5 喷管中的等熵流动

6 有摩擦的绝热管流

7 超音速气流绕流与激波

8 激波前后气体参数的关系

9 喷管在非设计工况下流动
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激激激波波波前前前后后后气气气体体体参参参数数数的的的关关关系系系

激波前后气体参数的关系

正激波在直管道中的前进是一个不定常的流动。

设正激波的运动速度为常数，就可以将坐标系固
定在激波面上，气流则是以相反的速度通过激波
面，就得到了一个定常流动，如图所示。

超音速气流通过正激波时，速度𝑉1从降低到𝑉2，
压强从 𝑝1 升高到 𝑝2，密度从 𝜌1 升高到 𝜌2。

普朗特关系式
𝑀*

1𝑀
*
2 = 1

可见，超音速气流通过正激波后一定变为亚音速
气流。

激波前速度越大，波后速度越小，反之亦然。

正激波面
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斜激波角与气流折转角关系曲线 (𝑘 = 1.4)

图中有一条激波后马赫数
为1的虚线，虚线右方代表波
后为亚音速，左方代表波后
为超音速。

对于斜激波而言，在大部分
斜激波角范围内，波后仍为
超音速，只是在接近最大折
转角 𝛿max 的小范围内才为亚
音速。

因虚线与最大折转角连接线
非常靠近，所以可近似地认
为，当斜激波后的速度接近
音速时，气流的折转角达到
最大值 𝛿max。
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气流转折角与斜激波角间的关系 · 脱体激波

超音速气流流经 𝛿 < 𝛿max 的凹钝角时会产生脱体激波，如图所示。

激波面的中间部分为正激波，后面是亚音速区。离开中间部分以
后，波面的角度逐渐趋近于马赫角。脱体激波可造成较大的损失。
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喷喷喷管管管在在在非非非设设设计计计工工工况况况下下下流流流动动动

理想可压缩流体的流动

1 流体的热力学性质

2 可压缩流动的基本方程

3 小扰动传播方程和音速

4 一维定常等熵流动

5 喷管中的等熵流动

6 有摩擦的绝热管流

7 超音速气流绕流与激波

8 激波前后气体参数的关系

9 喷管在非设计工况下流动
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喷喷喷管管管在在在非非非设设设计计计工工工况况况下下下流流流动动动

缩放管在变工况下的压强分布和流量曲线

在设计工况下，缩
放喷管中气体压强
按照如图所示的曲
线 𝐴𝐶𝐵 变化。

假定进口压强 𝑝 不
变，分三种情况讨
论背压 𝑝 变化时喷
管的工作。
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喷喷喷管管管在在在非非非设设设计计计工工工况况况下下下流流流动动动

在非设计工况下缩放喷管超音速流动图形

三种情况：

1 背压低于出口
设计压强

2 背压高于出口
设计压强

3 激波在喉部消
失后的流动
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Thanks

Thanks!
Welcome Questions
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