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边界层内、外区域并没有明显的分界面，一般将壁面流速为零与流速达到来流速度
99％处之间的距离定义为边界层厚度。
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来流速度 = U

气流绕过机翼形成的边界层

知识回顾– 什么是边界层?

http://howthingsfly.si.edu/


第三届国际数学大会

德国海登堡

德国著名的力学家 - 普朗特

《论黏性很小的流体运动》

Ludwig Prandtl (1875-1953)

水和空气等黏度很小的流体，在大雷诺数下绕物体流动时，黏性对
流动的影响仅限于紧贴物体壁面的薄层中，而在这一薄层外黏性影响很
小，完全可以忽略不计，这一薄层称为边界层。

知识回顾– 什么是边界层?

或译为《关于摩擦极小的流体运动》



4. 黏性流体绕小圆球的蠕流流动



4. 黏性流体绕小圆球的蠕流流动

蠕流流动：雷诺数很低的流动。 特点：特征尺度和流动的速度均很小。

如：粉料的气力输送、除尘器中灰尘的沉积、煤粉在炉膛中的沉降等等。

沙尘暴风沙颗粒的沉降 携带病菌的飞沫传播
image: https://castle-keepers.com/; https://www.health.com/;

蠕流流动现象



知识回顾– Navier-Stokes方程

There are 7 equations and 7 unknown variables.

The basic equations of fluid dynamics and equations of states



知识回顾– Navier-Stokes方程

The continuity equation is expressed as

For incompressible fluid flows with a constant 𝜇.

The momentum equation is written as

There are 4 unknown variables. The equations are closed, and have a solution.



4. 黏性流体绕小圆球的蠕流流动

蠕流流动的微分方程：

对于定常流动，忽略惯性力和质量力，可把Navier-Stokes方程组简化为：

𝜕𝑝

𝜕𝑥
=  𝜇

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑧2

𝜕𝑝

𝜕𝑦
= 𝜇

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝑣

𝜕𝑧2

𝜕𝑝

𝜕𝑦
= 𝜇

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝑤

𝜕𝑧2

 

(46a)
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+

𝜕𝑤

𝜕𝑧
= 0 (46b)

连续性方程

在直角坐标系下，不可压缩流体

动量方程



4. 黏性流体绕小圆球的蠕流流动

蠕流流动的微分方程：

(47a)

同时，结合连续性方程，即

最终，可得

𝜕2𝑝

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑝

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝑝

𝜕𝑧2
= 𝛻2𝑝 = 0

这就是蠕流流动的压力场，即拉普拉斯方程。

将式(46a)依次求
𝜕2𝑝

𝜕𝑥2 、
𝜕2𝑝

𝜕𝑦2 、
𝜕2𝑝

𝜕𝑧2 后相加

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+

𝜕𝑤

𝜕𝑧
= 0 (46b)



𝑈∞ 𝑈∞

𝑈∞

𝑢𝑟

𝑢𝜃

4. 黏性流体绕小圆球的蠕流流动

1. 流动是轴对称的。

因此，所有参量在球坐标系中均与𝝋坐标无关。

2. 边界条件：
在球面上 𝒓 = 𝒓𝟎, 𝒖𝒓 = 𝒖𝜽 = 𝟎

无穷远处 𝒓 → ∞, 𝒖𝒓 = 𝑼∞𝒄𝒐𝒔𝜽, 𝒖𝜽 = −𝑼∞𝒔𝒊𝒏𝜽

无穷远来流速度𝑈∞，

流动方向与𝑥轴平行，

绕半径为𝑟0的静止圆球流动

蠕流流动的物理模型：



4. 黏性流体绕小圆球的蠕流流动

考虑到蠕流流动为不可压定常流动，忽略惯性力、质量力，则公式简化如下:

𝜕𝑝

𝜕𝑟
=𝜇

𝜕2𝑢𝑟

𝜕𝑟2 +
1

𝑟2

𝜕2𝑢𝑟

𝜕𝜃2 +
2

𝑟

𝜕𝑢𝑟

𝜕𝑟
+

cot𝜃

𝑟2

𝜕𝑢𝑟

𝜕𝜃
−

2

𝑟2

𝜕𝑢𝜃

𝜕𝜃
−

2𝑢𝑟

𝑟2 −
2𝑢𝜃cot𝜃

𝑟2

1

𝑟

𝜕𝑝

𝜕𝜃
=𝜇

𝜕2𝑢𝜃

𝜕𝑟2 +
1

𝑟2

𝜕2𝑢𝜃

𝜕𝜃2 +
2

𝑟

𝜕𝑢𝜃

𝜕𝑟
+

cot𝜃

𝑟2

𝜕𝑢𝜃

𝜕𝜃
+

2

𝑟2

𝜕𝑢𝑟

𝜕𝜃
−

𝑢𝜃

𝑟2sin2𝜃

 

𝜕𝑢𝑟

𝜕𝑟
+

2𝑢𝑟

𝑟
+

1

𝑟

𝜕𝑢𝜃

𝜕𝜃
+

𝑢𝜃cot𝜃

𝑟
 = 0

边界条件：

在球面上 𝒓 = 𝒓𝟎, 𝒖𝒓 = 𝒖𝜽 = 𝟎

无穷远处 𝒓 → ∞, 𝒖𝒓 = 𝑼∞𝒄𝒐𝒔𝜽, 𝒖𝜽 = −𝑼∞𝒔𝒊𝒏𝜽

(47)

此时，可得到如下形式的解：

描述蠕流流动的方程：



4. 黏性流体绕小圆球的蠕流流动

描述蠕流流动的方程：

小球表面的速度分布为：

𝑢𝑟 = 𝑈∞ cos 𝜃 1 −
3𝑟0

2𝑟
+

𝑟0
3

2𝑟3

(49)𝑢𝜃 = −𝑈∞ sin 𝜃 1 −
3𝑟0

4𝑟
−

𝑟0
3

4𝑟3

𝑝 𝑟, 𝜃 = 𝑝0 −
3𝜇𝑈∞𝑟0 cos 𝜃

2𝑟2

𝑢𝑟 = 𝑢𝜃 = 0
𝜕𝑢𝑟

𝜕𝑟
=

𝜕𝑢𝑟

𝜕𝑟
= 0

𝑝𝑟𝑟 = −𝑝 + 2𝜇
𝜕𝑢𝑟

𝜕𝑟

𝜏𝑟𝜃 = 𝜇
𝜕𝑢𝑟

𝑟𝜕𝜃
+

𝜕𝑢𝜃

𝜕𝑟
−

𝑢𝜃

𝑟

正应力𝑝𝑟𝑟与切应力𝜏𝑟𝜃公式为：

在小球表面上： 𝑝𝑟𝑟 𝑟=𝑟0
= −𝑝0 +

3𝜇𝑈∞ cos 𝜃

2𝑟0

𝜏𝑟𝜃 𝑟=𝑟0
= −

3𝜇𝑈∞ sin 𝜃

2𝑟0

(50)
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斯托克斯阻力公式：

在球面取微分面积： d𝐴 = 2𝜋𝑟0 sin 𝜃𝑟0 d𝜃

正应力作用在圆球上的合力在 𝒙 方向的分量为：

𝑃𝑥 = 𝐴׬
𝜏𝑟𝜃 𝑟=𝑟0

cos 𝜃 d𝐴 = 0׬

𝜋
−𝑝0 +

3

2
𝜇𝑈∞

cos 𝜃

𝑟0
cos 𝜃 ∙ 2𝜋𝑟0 sin 𝜃 𝑟0d𝜃= 2𝜋𝜇𝑟0𝑈∞

切应力作用在圆球上的合力在 𝒙 方向的分量为：

𝐹𝑥 = − 𝐴׬
𝜏𝑟𝜃 𝑟=𝑟0

sin 𝜃 𝐴 = − 0׬

𝜋
−

3

2
𝜇𝑈∞

sin 𝜃

𝑟0
sin 𝜃 ∙ 2𝜋𝑟0 sin 𝜃 𝑟0d𝜃= 4𝜋𝜇𝑟0𝑈∞

圆球所受总阻力： 𝐹𝐷 = 𝑃𝑥 + 𝐹𝑥 = 6𝜋𝜇𝑟0𝑈∞=3𝜋𝜇𝑑0𝑈∞ (51)

式(51)就是圆球的斯托克斯阻力
公式，由斯托克斯1851年导出。

流动阻力系数为： C𝐷 =
𝐹𝐷

1
2

𝜌𝑈∞
2 𝐴

=
6𝜋𝜇𝑟0𝑈∞

1
2

𝜌𝑈∞
2 𝜋𝑟0

2
=

24

𝑈∞𝑑
𝜈

=
24

𝑅𝑒 (52)
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C𝐷 =
𝐹𝐷

1
2

𝜌𝑈∞
2

=
6𝜋𝜇𝑟0𝑈∞

1
2

𝜌𝑈∞
2 𝜋𝑟0

2
=

24

𝑈∞𝑑
𝜈

=
24

𝑅𝑒 (52)

当𝑹𝒆<1时，Stokes公式与实验结果符合较好

斯托克斯阻力公式：

斯托克斯(George Gabriel Stokes, 1819~1903)，英国数学家、力学家。
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C𝐷 =
𝐹𝐷

1
2

𝜌𝑈∞
2

=
6𝜋𝜇𝑟0𝑈∞

1
2

𝜌𝑈∞
2 𝜋𝑟0

2
=

24

𝑈∞𝑑
𝜈

=
24

𝑅𝑒
(52)

当𝑹𝒆>1 时，奥森(Oseen)解更接近实验结果

C𝐷 =
24

𝑅𝑒
1 +

3

16
𝑅𝑒 (53)

当𝑹𝒆<1时，Stokes公式与实验结果符合较好

斯托克斯阻力公式：

奥森 Carl Wilhelm Oseen于1910年修正了Stokes阻力公式。

奥森(Carl Wilhelm Oseen, 1897~1944)，Swedish physicist，Uppsala University.
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怀特(White)通过实验得到的
阻力系数经验公式：

C𝐷 =
24

Re
+

24

Re
+ 0.4

Page289 图8-14 比较

当 𝑹𝒆 为0~103 时，

奥森解并无明显的改进，怀特通过实验所得到的
圆球阻力系数刚好位于斯托克斯解和奥森解之间

陈景尧, 1947年毕业于中央大学机械系

1975年将奥森解作为N-S方程的一级近似解
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颗粒在静止流体中的自由沉降问题：

圆球在流体中以等速度自由沉降：

       当浮力𝑭𝑩、阻力𝑭𝑫和重力𝑾达到平衡时，有

𝐹𝐷 = 𝐶𝐷 ∙
1

4
𝜋𝑑2 ∙

1

2
𝜌𝑈𝑓

2

𝑊 = 𝐹𝐷 + 𝐹𝐵

𝐹𝐵 =
1

6
𝜋𝑑3𝜌𝑔 𝑊 =

1

6
𝜋𝑑3𝜌𝑠𝑔

1

6
𝜋𝑑3𝜌𝑠𝑔 =

1

6
𝜋𝑑3𝜌𝑔 + 𝐶𝐷 ∙

1

4
𝜋𝑑2 ∙

1

2
𝜌𝑈𝑓

2

(55)𝑈𝑓 =
4𝑔𝑑 𝜌𝑠 − 𝜌

3𝐶𝐷𝜌

此时，圆球速度为自由沉降速度𝑼𝒇，则有：

圆球的自由沉降速度：
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颗粒在静止流体中的自由沉降问题：

当𝑹𝒆 ≤ 𝟏时

𝑈𝑓 =
1

18

𝑔

𝜈

𝜌𝑠 − 𝜌

𝜌
𝑑2

(55)𝑈𝑓 =
4𝑔𝑑 𝜌𝑠 − 𝜌

3𝐶𝐷𝜌

(56)

当𝟏 ≤ 𝑹𝒆 ≤ 𝟏𝟎𝟑 时

采用 C𝐷 =
24

𝑅𝑒
+

6

𝑅𝑒
+ 0.4

采用拖曳力系数 C𝐷 =
24

𝑅𝑒
 

0.4𝑈𝑓
2 + 6

𝜈𝑈𝑓
3

𝑑
+

24𝜈

𝑑
𝑈𝑓 −

4

3
𝑔𝑑

𝜌𝑠 − 𝜌

𝜌
= 0 (57)

当𝟏𝟎𝟑 ≤ 𝑹𝒆 ≤ 𝟐×𝟏𝟎𝟓 时

采用 C𝐷 = 0.48 𝑈𝑓 = 2.8𝑔𝑑
𝜌𝑠 − 𝜌

𝜌
(58)

圆球的自由沉降速度：



4. 黏性流体绕小圆球的蠕流流动 Page290 例8-4
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4. 黏性流体绕小圆球的蠕流流动 Page291 例8-5
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4. 黏性流体绕小圆球的蠕流流动 Page291 例8-5



5. 黏性流体绕流物体的阻力

物体所受到的阻力来源：

1. 摩擦阻力 — 由黏性直接作用的结果

流体绕过物体流动所引起的切向应力造成的阻力

特点： （i）分离点之前 （ii）层流＋湍流

2. 压差阻力 — 由黏性间接作用的结果

流体绕过物体流动所引起的压强差造成的阻力

特点： 与物体的形状有关

物体的阻力系数 𝐶𝐷 = 𝑓 𝑅𝑒 通过实验获得



5. 黏性流体绕流物体的阻力

物体阻力的大小与雷诺数的关系

▪ 按相似定律可知，对于不同的不可压缩流体中的几何相似的物体，如果雷诺数相同，
则它们的阻力系数也相同。

▪ 在不可压缩粘性流体中，对于与来流方向具有相同方位角的几何相似体，其阻力系
数：𝑪𝑫 = 𝒇 𝑹𝒆 。

绕圆柱流动的
阻力系数与

雷诺数的关系



5. 黏性流体绕流物体的阻力

物体阻力的大小与雷诺数的关系

Page293 图8-16



5. 黏性流体绕流物体的阻力

减小黏性流体绕流物体阻力的办法

▪ 减小摩擦阻力：可以使层流边界层尽可能的长，即层流-湍流转变点尽可
能向后推移，计算合理的最小压力点的位置。

在航空工业上采用一种“层流型”的翼型，便是将最小压力点向后移动
来减阻，并要求翼型表面的光滑程度。

▪ 减小压差阻力：使用翼型使得后面的“尾涡区”尽可能小。也就是使边
界层的分离点尽可能向后推移 。

例如，采用流线性物体就可以达到这样的目的。

▪ 工程上习惯用无因次的阻力系数C𝐷来代替阻力𝐹𝐷 C𝐷 =
𝐹𝐷

1
2

𝜌𝑈∞
2 𝐴



5. 黏性流体绕流物体的阻力 Page294 图8-17

减小黏性流体绕流物体阻力的办法



5. 黏性流体绕流物体的阻力 Page294 表8-1

减小黏性流体

绕流物体阻力

的办法

三
维
物
体
阻
力
系
数



5. 黏性流体绕流物体的阻力 Page295 例8-6

首先，算出Re查表得CD; 

其次，根据截面积与CD, 算出FD; 

然后，列出动力学方程; 

最终，获得路径-速度关系; 算出路程。

详细过程见
Page295-296



小结

我们讲解和学习了如下内容：

1. 黏性流体绕小圆球的蠕流流动

• 蠕动流动微分方程

• 静止流体颗粒自由沉降问题

• 斯托克斯阻力公式

2. 黏性流体绕流物体造成的阻力

• 阻力的大小与雷诺数的关系

• 减小黏性流体绕流阻力的办法



作业

8-17、8-24、8-25



Thanks!
欢迎提问 敬请指导

微信：DongkeSun

电邮：dksun@seu.edu.cn

手机：18651683583

孙东科

mailto:abcde@seu.edu.cn


推荐字体：

微软雅黑

方正清刻本悦宋简体，等线，

华中中宋

Times New Roman

Arial

不宜超过三种。

Design by

李岚璟
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